Algebre Linéaire Semestre de printemps, CMS, EPFL

Série 17

Exercice 1. On donne les applications linéaires :

g: R SR (z,y,2) = Br+y—2,20—5y,y+22) et h:R>*=R3 (2,9,2) = (x+2,9 4z + 3y — 2).
Dans chaque cas, donner l'expression de f(x,y, z) en fonction de z,y et z, ou f est 'application linéaire donnée :

a. f =bg b. f =29+ 3h c. f=goh— idgs.

Exercice 2. Déterminer une application linéaire f : R?® — R? de rang 1 telle que :
Im(f +g) = Vect((3,1,-4)), o g¢:R>=R3 (2,9,2) = (=92 + 3y — 62,61 — 2y + 42, 15z — 5y + 10z).

Indication : on pourra utiliser des décompositions colonnes-lignes.

Exercice 3. On suppose donnée une application linéaire f : R? — R? vérifiant les conditions suivantes :
fof:O et f(273a5):f(_170a3):(1727_1)

a. Déterminer le rang de f puis une base de Im f.
b. Décrire Ker f par une (ou des) équation(s).

c. Déterminer 'expression de f(z,y, z) en fonction de z,y et z.

Exercice 4. Est-il vrai ou faux de dire que, pour toutes applications linéaires f,g: R?> — R3 on a :

a. Ker f C Ker(go f)? c. Ker(f+g)NKerg C Ker f?

b. Im(fog) CImg? d Im(f+¢g)CImf =ImgCImf?

Exercice 5. Etant donné un paramétre o € R, on s’intéresse aux applications linéaires f, g : R? — R? suivantes :
flz,y,2) = (=T —12y+152, 112+ 16y — 252, T +4y—192) et g(z,y,2) = (ax—6y—4z, (3a—2)y+a’z,z+ (a—1)y+22).

a. Quel est le rang de f7?
b. Déterminer le rang de g. On discutera en fonction de la valeur du parametre réel a.

c. Méme question que b. mais pour f o g.

Exercice 6. On donne ’application linéaire suivante :
f:R3 = R3 (2,y,2) = 3z 4y + 72,7z + 8y + 52,52 + 3y + 92).

a. Décrire le noyau et I'image de f.
b. Déterminer le rang de f o f. Indication : que peut-on-dire de Ker(f o f) ¢

c. Trouver ensuite, en fonction de I'entier n > 3, le rang de I'application linéaire fo fo---o f.
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Exercice 7. On donne deux applications linéaires f, g : R? — R3 telles que :

rgf=1, rgg=2, Imf ZImg.

Montrer alors que f + g est de rang 2 si et seulement si Ker g C Ker f. Indication : on pourra étudier le noyau de f + g.

Eléments de réponse :
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(152 45y — 52,10z — 25y, 5y + 10z), b. (9z+2y+ 2z, 40— Ty, 12z + 11y + 2), ¢. (—2x —2y+4z, 2z — 6y +2z,8x + Ty — 3z).
.1,(1,2,-1), b. 7x — 5y — 32 = 0.

. vrai, b. faux, c. vrai, d. vrai.
.2,b. 3si ¢ {1,2}, 2 sinon, c. 2 si @« # 1, 1 sinon.
. Ker f = Vect((—3,2,1)), Im f : =192 — 4y + 17z = 0.




