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Série 24

Exercice 1. Dans 'espace vectoriel F(R,R) des fonctions numériques définies sur R on donne :
f:R—=R, z—sin(z), ¢g:R—-R, z—sin(2z), h:R =R, x— cos(z).

a. La famille f, g est-elle libre ou liée 7 Justifier.

b. Méme question qu’au a. mais pour la famille f, g, h.

Solution:

a. La famille proposée est libre. Pour voir cela, donnons-nous une relation de dépendance linéaire entre f et g, c’est-a-dire une
égalité du type :
af +pBg=0.

11 s’agit d’une égalité entre fonctions (la fonction de droite étant la fonction constante nulle). Or deux fonctions sont égales
si et seulement si elles prennent la méme valeur en tout point :

Ve eR, af(x)+ Bg(x) =0.
—_—
asin(z)+ S sin(2x)

En particulier, pour z = 7, on obtient :
asin(§) 4 Bsin(m) = 0,

[e3%

autrement dit, a est nul. En injectant cette valeur dans 1’égalité ci-dessus on obtient maintenant que :
Ve € R, f[sin(2z) = 0.

En évaluant par exemple en x = 7 on trouve alors :

Bsin(5) = 0.
B

Autrement dit, S est nul. On a donc montré que la seule relation de dépendance linéaire entre f et g est la relation triviale :
la famille f, g est donc libre.

b. La famille f, g, h est également libre. En effet, considérons une relation de dépendance linéaire entre ces fonctions, c’est-a-dire
une égalité du type :
of +Bg+~vh=0.

Il s’agit d’une égalité entre fonctions (la fonction de droite étant la fonction constante nulle). Or deux fonctions sont égales
si et seulement si elles prennent la méme valeur en tout point :

Ve e R, af(x)+ Bg(x) +yh(x) = 0.

asin(z)+6 sin(2z)+ cos(z)

En particulier, pour x = 7, on obtient :
asin(m) 4+ Bsin(27) + cos(w) = 0,
———

0 -

autrement dit, v est nul. En injectant cette valeur dans 1’égalité ci-dessus on obtient maintenant que :
Vr e R, asin(zr)+ Bsin(2z) = 0.

Or on a vu au a. que sous cette hypothese a et 5 sont nuls. On a donc montré que la seule relation de dépendance linéaire
entre f, g et h est la relation triviale : la famille f, g, h est donc libre.



Remarque : il existe bel et bien une "relation” entre les fonctions f, g et h, a savoir :
g=2fh
puisqu’on sait du cours de trigonométrie que :
Ve € R, sin(2z) = 2sin(x) cos(z).

Le probléme ici est que cette relation sort du cadre ”linéaire”, puisque pour 1’écrire on utilise la multiplication entre fonctions,
qui ne fait pas partie de la structure vectorielle de ’espace F (R, R).

Exercice 2. Dans l'espace vectoriel R*, donner une famille génératrice de W, sachant que :
W= {(z,y,2,t) ER* |z —y+2+2t=0¢et 2z +y—2z—t =0}

On ne demande pas de montrer que W est un sous-espace vectoriel de R,

Solution:  Pour trouver une famille génératrice de W, cherchons la ”forme générale” de ses éléments :

(x,y,z,t)GW Ang {
N—_——

v

T—y+z2+2t=0 o {x:y—z—Qt - {m:—éy—kéz

2r4+y—2—1t=0 3y —32—-5t=0 t:%yfgz

v=(—ty+izy23y—32) & wveVet((—3,1,0,2),(3,0,1,-2)).

1.,3 1 3
y(=5,1,0,5)+2(5,0,1,— %)

On voit donc que la famille suivante est génératrice de W :

(7%a 1707 %)7 (%707 1a 7%)

Remarque : une autre méthode de résolution du systéme peut évidemment mener & une autre forme générale, et donc a une autre
famille génératrice de W. Par exemple :

(z,y,2,t) eW &
—— 2x4+y—2—-t=0 3z+t=0 t=—-3z

v

r—y+2+2t=0 - {xy+z+2t() - {y5x+z

v=(z,—-5x+2,2,-3z) < wve Vect((l,-5,0,-3),(0,1,1,0))

©(1,-5,0,—3)+2(0,1,1,0)

montre que la famille suivante est génératrice de W :

(17 757 03 73)7 (Oa 15 170)

Exercice 3. Dans 'espace vectoriel M5 (R) on donne le sous-ensemble :

W= {AeM®)|A G) = tr(A) <§>}

a. Montrer que W est un sous-espace vectoriel de My(R).

b. Déterminer une famille génératrice de W.

Solution:

a. Commencons par observer que la matrice nulle appartient & W, car :

0 0=l ) 6)-6)

Donnons-nous ensuite deux matrices A et B de taille 2 x 2 ainsi qu’un réel A, et posons :

C =)+ B.



Supposons alors que A et B appartiennent a W, c’est-a-dire que :

A G) — t2(A) (2) ot B G) — tx(B) (Z) .
On trouve alors :
c G) — (M +B) G) — G) +B G) — A te(A) (2) +tr(B) (;) — (A tr(A) + tr(B)) @ — tx(C) @ .

Autrement dit, C appartient aussi a W.

b. Pour trouver une famille génératrice de W, cherchons la ”forme générale” de ses éléments :

O
v 4 v §)\1 —_— \2 Y+ =2a+26
N—— N——

tr(A)
A A

p=2a+ 30 a B a  2a+36 12 0 3
e Y G B R PI R ERT (O R ()
On voit donc que la famille :
1 2 0 3
2 0/°\1 1

est génératrice de W.

Exercice 4. Dans I'espace vectoriel R3[X] des polynomes & coefficients réels et de degré inférieur ou égal 3 on donne :
W ={P(X) € R3[X]| P(X) = P(1 - X)}.

a. Donner quelques exemples d’éléments de W. Indication : que peut on dire des racines d’un tel polynome ¢
b. Montrer que W est un sous-espace vectoriel de R3[X].

c. Déterminer une famille génératrice de W.

Solution:

a. Le sous-ensemble W contient par exemple tous les polynémes constants :
P(X)=c
En effet, un tel polyndéme prend partout la méme valeur, et donc a fortiori en X et en 1 — X :
P(1-X)=c=PX).

Une autre idée pour produire des exemples d’éléments de W peut étre de s’intéresser aux racines d’un tel polynéme P(X),
puisque la condition définissant W montre que :

Pla)=0 = Pl-a)=0.
Autrement dit, si « est racine alors 1 — « I'est aussi. Avec a = 0, on est amené & considérer par exemple le polynome :
PX)=X(X-1)

qui convient effectivement :
P1I-X)=1-X)1-1-X)=(01-X)X = P(X).

b. D’apres ce qu’on a dit au a., il est clair que le polynéme nul appartient & W. Donnons-nous ensuite deux polynémes P(X) et
Q(X) dans R3[X], un réel \ et posons :
R(X) =AP(X) + Q(X).

Supposons alors que P(X) et Q(X) appartiennent & W, ¢’est-a-dire que :
Pl-X)=PX) et QO1-X)=Q(X).

On obtient alors :
R1-X)=XPQ1-X)+Q(1—-X)=XP(X)+Q(X) = R(X).

Autrement dit, R(X) appartient & W.



c. Pour trouver une famille génératrice de W, cherchons la ”forme générale” de ses éléments. Pour cela, donnons-nous un P(X)
dans R3[X] :
P(X)=aX?+BX?+9X +6.

Il appartient a W si et seulement si :

al-=XP+B01-X) P +71—-X)+0=aX?+ X2 +7yX +4.

P(1-X) P(X)

En regardant les coefficients dominants (c’est-a-dire ceux de X?) de ces deux polynomes on trouve —a pour celui de gauche
et a pour celui de droite. Ceci prouve que o = 0. On en déduit donc 'égalité :

Bl-X)24+r(1-X)+6=BX2 41X +6 o {_25_7:7 o y=—B.

B+y+d=56
BX2—(28+7) X +B+y+0

Autrement dit, notre P(X) appartient & W si et seulement s’il s’écrit sous la forme :
P(X)=BX?-BX +6=B(X?-X)+94.

On voit donc que la famille :
X2 - X1

)

est génératrice de W.

Exercice 5. Dans 'espace vectoriel R5[X] des polyndmes & coefficients réels et de degré inférieur ou égal 5 on donne :
P(X)=(X-13)% Q(X)=(X?-169)(X +11)3, R(X)= (X —13)(X +11)*(X —12)%

Montrer que la famille P, Q, R est libre.

Solution: Pour montrer que la famille P, @, R est libre, donnons-nous une relation de dépendance linéaire entre ces polynomes :

(X —13)° +8(X? — 169)(X + 11)® +v (X — 13)(X + 11)*(X — 12)* = 0.
T Q %

En évaluant en X = —11, on trouve alors que :
aP(—11) =0,

ce qui montre que a = 0, car :
P(—11) = (=25)° # 0.

La relation ci-dessus devient donc :
B(X? —169)(X +11)% + (X — 13)(X + 11)*(X —12)* = 0.
En évaluant a présent en X = 12, on trouve que :
AQ(12) =0
ce qui montre que S = 0, car :
Q(12) = (122 —169)(12 4 11)3 # 0.
On a donc :
(X - 13)(X + 11)(X —12) =0,

ce qui force v = 0. On a donc bien montré que la seule relation de dépendance linéaire entre P, Q) et R est la relation triviale : cette
famille est bien libre.

Exercice 6. Dans 'espace vectoriel My(R) on donne :

A=(3 )

La famille I, A, ..., A™ est-elle libre ou liée ? On discutera en fonction de I'entier n > 1.




Solution: Commengons par le cas o n = 1. Il s’agit de décider si la famille :

10 5 —1
0 1)7\8 -2
—_——— ———
Iz A
est libre ou liée. Or ces deux matrices ne sont pas proportionnelles : la famille étudiée est libre. Passons au cas n = 2. Par un calcul
42 5 —1\ /5 -1 _ 17 -3
8§ —2/\8 -2 24 —4)°

Dans ce cas, il s’agit donc de décider si la famille :

direct, on obtient :

est libre ou liée. Or, en cherchant & combiner I5 et A pour créer A2 on peut trouver la relation suivante :

17 -3 5 -1 10
=3 2 & A?=3A+2I
(24 —4> <8 —2> * (o 1) e
(qui n’est en fait qu'un cas particulier du théréme de Cayley-Hamilton, puisque A est de trace 3 et de déterminant —2). Si cette
relation ne nous saute pas aux yeux, on peut aussi poser a priori une relation de dépendance linéaire entre I, A et A2 :

al, + BA+~A? =0

et chercher & identifier les coefficients. On trouve alors :
10 5 -1 17 =3\  [(a+58+ 1Ty —B =3y (0 0
a(o 1>+5(8 —2)‘”(24 —4)‘( 88+21y a—28-47) \0 0

B==-3vet a=-—2.

d’ot1 'on déduit que :

Autrement dit, la relation initiale prend la forme :
aly + BA +yA? = (=21, — 3A + A%) = 0.

On retrouve donc la relation devinée ci-dessus et on a méme montré plus : toute relation entre I, A et A? est proportionnelle &
celle-ci. Pour n = 2 on a donc trouvé une relation non triviale entre I, A et A2 : cette famille est liée. Pour n > 3 la famille
proposée est encore liée (en ajoutant des éléments & une famille liée elle reste liée). On a par exemple la relation non triviale :

—2I, —3A+ A+ 0A%+ .-+ 0A" = 0.

Exercice 7. On donne A € M3(R) et on s’intéresse au commutant de A, c’est-a-dire au sous-ensemble :
C(A) ={B € M3(R), AB = BA}

formé des matrices 3 x 3 qui commutent a A pour le produit matriciel.
a. Montrer que C(A) est un sous-espace vectoriel de M3(R).

b. Déterminer une famille génératrice de C(A) dans le cas ou :

A:

S O =
(e
= = O

Solution:



. Il est clair que la matrice nulle commute a A : elle appartient donc a C(A). Ensuite, donnons-nous deux matrices B et C' de
taille 2 X 2 qu’un réel A\ et posons :

D=)\B+C.

Supposons alors que B et C' appartiennent a C(A), c’est-a-~dire que ces deux matrices commutent & A :

AB=BA et AC=CA.

On a alors :
AD = AAB + C) = MB + AC = A\BA+ ACA = (AB + C)A = DA,
si bien que D appartient aussi a C(A).

. Pour trouver une famille génératrice de C(A), cherchons la ”forme générale” de ses éléments :

Q11 r2 Q3 110 Q11 2 o3 Qi1 r2 a3 110
Q21 Q22 (23 c C(A) <~ 0 1 1 Q21 Q22 Q23 = Q21 Q22 (23 0 1 1
a31 Q32 Q033 0 0 1 a31 Q32 Q33 a31 Q32 Q33 0 01
B AB BA
Par un calcul direct, on voit que la derniere égalité est équivalente a demander que :
a1 tagy it aze Q13+ Qg Q11 Q11+ Qis Qo+ a3
Qo1 t+a31 Qoataze az3tazz| =|a1 Q21+ Qoo+ Qog
Qas 1 Qg2 Qas s a3l 31+ Q32 Q32+ Q33
En calculant la différence de ces deux matrices on obtient maintenant :
Q21 Qoo —Q11 Q23— 0132 0 0 0
ag1 azp—az1 azz—a2|=(0 0 O
0 —Q31 —Q3.2 0 0 O
puis, finalement :
Qg1 =gy =azz =0 vy s o 100 01 0 00 1
a1 = Q22 = Q33 s A= 0 Q11 Q12 | =011 01 0+ a2 0O 0 1|+ 1.3 0 0 O
Q19 =03 0 0 a1 0 0 1 0 0 O 0 0O
On voit donc que la famille :
1 0 0 01 0 0 0 1
o1 0),{oo0o 1],lo 0 0
0 0 1 0 0 O 0 0 O

est génératrice de C(A).



