Algebre Linéaire Semestre de printemps, CMS, EPFL

Série 18

Exercice 1. On donne I’application linéaire f suivante ainsi que la famille B d’éléments de R? :
R 2R3 (2,y,2) = (22,60 —y, -3z +2y+2) et B=(0,01),(0 —1,1),(1,2,1).

a. Montrer que B est une base de R3. Pour tout élément v = (x,7,2) de R?, écrire la décomposition de v sur B.

b. Déterminer la famille f(B). En déduire les matrices [f]5 5., et [f]5, olt on note Bea, la base canonique de R3.

sPcan

c. Calculer la matrice [f]5.,,.B-

Solution:

a. Les éléments (0,0,1) et (0,—1,1) ne sont pas proportionnels (ils engendrent un plan vectoriel) et en les combinant on ne
peut pas obtenir le triplet (1,2,1) (ce triplet ne se trouve pas sur le plan vectoriel engendré par (0,0,1) et (0,—1,1)). Par
conséquent la famille B est bien une base de R3. La présence de nombreux zéros dans ses éléments rend possible la recherche
74 vue” de la décomposition de v = (z,y, z) sur B. On obtient :

(J?,y, Z) = (Z — 3z + y)(ov 07 1) + (_y + 2.’17)(07 _15 1) + ‘T(lv 2; 1)
En termes de coordonnées, on a donc montré que :

—3r+y+=z
Ws=| 20—y
x
Pour obtenir ces coordonnées on aurait aussi pu introduire la matrice de passage P de B.., a B et utiliser la formule de
conversion des coordonnées canoniques aux coordonnées en base B vue au cours. On trouve alors (le calcul de 'inverse n’est
pas détaillé ici) :

0 0 1 -3 1 1 x —3r+y+z
P=(0o -1 2], P'=12 -1 0|, =P *'|y]|= 2 —y
1 1 1 1 0 O z T

b. La famille f(B) (image de B par f) est obtenue en appliquant f & chaque élément de B. Un calcul direct donne alors :
f(0,0,1) = (0,0,1), f(0,-1,1)=(0,1,-1), f(1,2,1)=(2,4,2).

Passons alors au calcul des matrices demandées. Les colonnes de la matrice [f]g 5
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ne sont autres que :

0 0 2
[f(0> 0, 1)]Bcan =10/, [f(O, -1, 1)]Bcan = 1 ) [f(L 2, 1)]Bcan =14
1 -1 2
Autrement dit, on obtient :
0o o0 2
[f1BBe = [0 1 4
1 -1 2

Pour le calcul de la matrice [f]s, on doit maintenant rechercher les coordonnées des éléments de f(B) non plus dans la base
canonique mais dans la base B de R3, ou, ce qui revient au méme, on doit décomposer f(B) sur B. Or, les calculs faits ci-dessus
permettent aisément d’écrire ces décompositions :

£(0,0,1) = (0,0,1) = 1(0,0,1) + 0(0,1,—1) + 0(1,2,1)

f(0,-1,1) =(0,1,—-1) =0(0,0,1) — (0,1,—1) + 0(1,2,1)

f(1,2,1) = (2,4,2) = 0(0,0,1) + 0(0,1, —1) + 2(1,2,1)

Les colonnes de la matrice [f]s sont donc :

1 0 0
[f(oaoal)]B =(0], [f(ovflal)]li’ =1-1/, [f(172’ 1)]5 =10
0 0 2
Autrement dit :
1 0 O



c. Calculons la famille f(Bca,) (image par f de la base canonique de R3) :
f(l,0,0) = (256a_3)a f(071a0) = (07_1a2)> f(oaoal) = (0,0, 1)

En utilisant la formule générale trouvée au a. pour les coordonnées en base B on obtient alors :

-3 1 1
[f(1,0,0)ls=|-2, [f(0,1,0)]z=1|1], [f(0,0,1)]z=1]0
2 0 0
On vient en fait d’identifier les colonnes de la matrice recherchée. Par conséquent :
-3 1 1
flBewBs=-2 1 0
2 0 0

Exercice 2. On donne I’application linéaire f suivante ainsi que la famille B d’éléments de R? :
[R5 R (2,y,2) = (x+y+32)(1,2,-1) et B=(24,-2),(0,1,0),(0,0,1).

a. Montrer que B est une base de R3. Pour tout élément v = (x,y,2) de R?, écrire la décomposition de v sur B.
b. Calculer la famille f(B) et la décomposer sur B. En déduire la matrice [f]s représentant f en base 5.

c. Vérifier vos résultats du a. et b. en testant la validité de la formule [f(v)|g = [f]5 [v]B-

Solution:

a. Les éléments (0,1,0) et (0,0,1) ne sont pas proportionnels (ils engendrent un plan vectoriel) et en les combinant on ne
peut pas obtenir le triplet (2,4, —2) (ce triplet ne se trouve pas sur le plan vectoriel engendré par (0,1,0) et (0,0,1)). Par
conséquent la famille B est bien une base de R3. La présence de nombreux zéros dans ses éléments rend possible la recherche
7a vue” de la décomposition de v = (z,y, z) sur B. On obtient :

(r,y,2) = 5(2,4,-2) + (y — 22)(0,1,0) + (2 + 2)(0,0,1).
En termes de coordonnées, on a donc montré que :

x

2
W= |y—2z
z4+x

b. La famille f(B) (image de B par f) est obtenue en appliquant f & chaque élément de B :
f(2a4a_2) = (0’070)7 f(07170) = (1’27_1)a f(07071) = (3767 _3)

(24+443-(—2))(1,2,—1) (0+1+3-0)(1,2,—1) (040+3-1)(1,2,—1)

On obtient alors les décompositions suivantes :
f(2,4,-2) =0(2,4,—2) +0(0,1,0) + 0(0,0,1)
£(0,1,0) = 1(2,4,-2) 4+ 0(0,1,0) + 0(0,0,1)
£(0,0,1) = 2(2,4,-2) 4+ 0(0,1,0) + 0(0,0,1)

La matrice [f]p représentant f en base B contient les coefficients trouvés dans ces décompositions écrits en colonnes (c’est la
matrice ”[f(B)]g”, dont les colonnes sont les coordonnées des éléments de f(B) en base B5). On obtient :

[fls =

oS O O
o O
o O wvlw

c. Calculons [f(v)]g en décomposant f(v) dans la base B :
fl@,y,2) = (@ +y+32)(1,2,-1) = (v +y + 32)(2,4,-2) + 0(0,1,0) + 0(0, 0, 1).
On en déduit :

T+y+3z
[f(v)]s =3 0
0
D’apres les résultats du a. et du b., on trouve aussi :
0 3 3 2 y—2z+3(z+z) T+y+3z
[flslvls=10 0 0] |y—2z]=14% 0 =1 0
0 0 O z+x 0 0

La formule donnée dans 1’énoncé est donc bien vérifiée ici.



Exercice 3. Décrire le noyau et I'image de ’application linéaire suivante :
f : Rs %Rga (xaywz) - (xfz7y7‘razfy)'
Dans chacun des cas suivants, déterminer alors si possible des bases B et B’ de R? vérifiant la condition donnée.

1 0 0 0 2 0 0 0 O
a. [f]B,B’ =10 1 O b. [f]B,B’ =10 0 -1 C. [f]B,B’ =10 0 O
0 0 0 0 0 O 0 1 1

Indication : on commencera par écrire la décomposition voulue de f(B) dans B'.

Solution: Le noyau de f est le sous-espace vectoriel de R? d’équations = y = z. C’est donc la droite vectorielle engendrée par
(1,1,1) :
Ker f = Vect((1,1,1)).

L’application f est de rang 2. Le sous-espace vectoriel Im f est un plan vectoriel, dont on obtient une base a chaque fois que 'on
produit par f deux éléments de R qui ne sont pas proportionnels, comme par exemple :

f(1,0,0) = (1,-1,0) et f(0,1,0) = (0,1,-1).

On voit donc que le plan vectoriel Im f a pour équation :

. —11 1| = -1 Tr — 0 + 1 OZ*er +2z=0
4 “lo -1 0 —1[YT | qFTETYTESEY
z 0 -1

10 0 f(v1) = v}
flep =10 1 0] < { flv) =13
000 f(v3) = (0,0,0)

" B)lsr”

La derniére condition demande & v d’étre dans le noyau de f, et donc d’étre un multiple scalaire de (1,1, 1). Posons alors
par exemple :
vy = (1,0,0), wvy=1(0,1,0), w3=(1,1,1).

La famille B est bien une base de R3 : les deux premiers éléments ne sont pas proportionnels et le troisitme n’en est pas
combinaison linéaire. Pour construire cette famille, on a choisi pour v un élément particulier (non nul) dans le noyau de f,
que I'on a ensuite complété (en allant "au plus simple”) en une base de R®. Posons ensuite :
v; = (1,-1,0), wv5=(0,1,-1), v} =(1,0,0).
—— ——
f(v1) J(v2)

Définie de cette maniere la famille B’ est bien une base de R3 : les deux premiers éléments ne sont pas proportionnels et
appartiennent au plan vectoriel d’équation « +y + z = 0 (c’est-a-dire & Im f) et le dernier n’en est pas combinaison linéaire,
puisqu’il est situé en dehors de ce plan vectoriel. Par ailleurs, les relations écrites ci-dessus sont bien vérifiées, si bien que la
matrice [f]p,p est bien celle demandée.

b. La question posée ici demande de trouver deux bases B = vq,vq,v3 et B’ = v}, vy, v} de R? telles que :

02 0 f(v1) = (0,0,0)
flss =10 0 —1| < < flv) =20
00 0 fvz) = —vy.
"[f(B)gr”

La premiére condition demande & v; d’étre dans le noyau de f, et donc d’étre un multiple scalaire de (1,1, 1). Posons alors
par exemple :
vy = (1,1,1), wvy=1(1,0,0), w3=1(0,1,0).

La famille B est bien une base de R3 : les deux derniers éléments ne sont pas proportionnels et le premier n’en est pas
combinaison linéaire. Pour construire cette famille, on a choisi pour v; un élément particulier (non nul) dans le noyau de f,
que I'on a ensuite complété (en allant "au plus simple”) en une base de R®. Posons ensuite :

UIIZ(%’_%’())v Ué=(07—1,1), Ué:(17070)-
N— —

%f('UQ) —f(vs)



Définie de cette maniére la famille B’ est bien une base de R? : les deux premiers éléments ne sont pas proportionnels et
appartiennent au plan vectoriel d’équation = + y + z = 0 (c’est-a-dire & Im f) et le dernier n’en est pas combinaison linéaire,
puisqu’il est situé en dehors de ce plan vectoriel. Par ailleurs, les relations écrites ci-dessus sont bien vérifiées, si bien que la
matrice [f]3 s est bien celle demandée.

c. Il est ici impossible de trouver de telles bases B et B'. En effet, le rang de [f]g,p est égal & 2 (et ce peu importe le choix de
bases), et la matrice proposée ici est de rang 1.

Exercice 4. On donne I'application linéaire f : R? — R? vérifiant :

2 U0 \ B = (11, -29,34), (20,31, —57), (— 14, —35, 61)
ou
B =(3,-5,1),(2,0,3), (4,7,2).

On ne demande pas de vérifier que B et B’ sont des bases de R>.

a. Quel est le rang de f7 b. Déterminer une base de Ker f. c. Donner une (ou des) équation(s) de Im f.

Solution: Notons :

vy = (11,-29,34), vy = (20,31, —57), v3 = (—14,-35,61) et v} = (3,—5,1), v} = (2,0,3), v§ = (4,7,2).

B B’

a. De manieére générale, on sait que le rang de f est égal & celui de toute matrice qui la représente (indépendamment du choix
des bases utilisées). En particulier le rang de f est celui de la matrice :

2 0 0
-3 1 -1
1 2 -2

Or, dans cette matrice, les deux premieres colonnes ne sont pas proportionnelles et les deux derniéres sont opposées. Cette
matrice est donc de rang 2, si bien que f est également de rang 2.

b. On a observé au a. que la somme des deux derniéres colonnes de la matrice [f]p 5 est nulle, ou, autrement dit :
0
-3 1 -1 11 =10
1 2 -2 1 0
De cette égalité matricielle on peut alors déduire que I’élément v de R3 vérifiant :

=11 ou, autrement dit, v=0-v; +1-vy+1-v3 = (6,—4,4)
1

est dans le noyau de f. En effet, pour cet élément v on obtient :

2 0 0 0 0
s =3 1 1] {1]=(0] = fe=000.
1 2 -2 1 0 veKer f
—— ’
[fls,5 [vls

Toujours d’apres le a. on sait aussi que Ker f est une droite vectorielle. On voit donc que (6, —4,4) en est une base (et donc
aussi (3, —2,2), ou tout multiple scalaire non nul de (6,—4,4)).

Remarque : attention de ne pas déduire de I’égalité matricielle ci-dessus que (0,1, 1) est dans le noyau de f, comme ce serait
le cas si f était ’application :
R? = R3, (2,9,2) = (2, -3z +y — 2,2 + 2y — 22).

¢. Rappelons que la matrice représentative de f dans les bases B et B’ contient dans ses colonnes les coordonnées des éléments
de f(B) en base B’. Autrement dit, on a :

f(vl) = 2’03 - 3/0/2 + viIS = 2(3a _57 ]-) - 3(2707 3) + (47 77 2) = (47 _37 _5)
flve) = U/Q + 2’Ué =(2,0,3) +2(4,7,2) = (10,14,7)
Flvg) = —vh — 205 = —(2,0,3) — 2(4,7,2) = (~10, —14, —7).



Ces trois éléments appartiennent a Im f (puisqu’ils sont ”produits” par f). Par ailleurs, on sait d’apres le a. que f est de rang
2, si bien que Im f est un plan vectoriel de R?. On en déduit qu’il admet pour équation :

x 4 10
-3 14 4 10 4 10
g: :i 174—9c_5 7’—3/‘_5 7’—#2‘_3 14‘-4996—78@/—#862—0

Remarque : comme ci-dessus, attention de ne pas déduire de la matrice [f]g 5 que (2, —3,1), (0,1,2) et (0, —1,2) appartiennent
a I'image de f, comme ce serait le cas si f était I’application :

R? = R3, (2,9,2) = (2, -3z +y — 2,2 + 2y — 22).

Ce sont pludt ici les éléments de R? dont les coordonnées en base B’ (et non en base canonique) sont :

qui se trouvent dans I'image de f.

Exercice 5. Décrire le noyau et I'image de I’application linéaire suivante :
R3S RS (z,9,2) = 3z 42y + 2, -3z + 2, —y — 2).

Si c’est possible, déterminer alors une base B de R® vérifiant la condition donnée.

a. La derniere colonne de la matrice [f]z est nulle.

b. Méme condition qu’au a. et, en supplément, la derniére ligne de la matrice [f]g est nulle.

oo

).

c. Mémes conditions qu’au b. et, en supplément, la premiere colonne de la matrice [f]z est (

Solution: Le noyau de f est le sous-espace vectoriel de R? formé des solutions du systeme :
3r+2y+2=0
z=3x
—3z+2=0 & { < (x,y,2) =x(1,-3,3).

a0 Yy = —3x

C’est donc la droite vectorielle engendrée par (1,—3,3) :
Ker f = Vect((1,-3,3)).

L’application f est de rang 2. Le sous-espace vectoriel Im f est un plan vectoriel, dont on obtient une base & chaque fois que 1’'on
produit par f deux éléments de R qui ne sont pas proportionnels, comme par exemple :

f(]-’ovo) = (3a_370) :3(1a_170) et f(O,l,O) = (2707_1)'

On voit donc que le plan vectoriel Im f admet (1,—1,0), (2,0, —1) pour base et possede donc pour équation :

2

0 —1’ -1 0

1 2
y+‘ z=x+y+22=0.

a. Notons v1, v, v3 les éléments de la base B recherchée. La derniere colonne de [f]g est nulle si et seulement si :

0
[f(vs3)lg= |0 < f(v3) =(0,0,0) <« w3 €Kerf

0
—_——

3eéme colonne de [f]n

Posons alors :
v = (1,0,0), w9 =(0,1,0), wv3z=(1,-3,3).

La famille B définie de cette maniére est bien une base de R3 : les deux premiers éléments ne sont pas proportionnels et le
troisieme n’en est pas combinaison linéaire. Par ailleurs, d’apres la description du noyau de f obtenue ci-dessus on voit que
B vérifie bien la condition proposée ici.



b. La question posée revient a demander a ce que la matrice de f dans la base B soit de la forme suivante :

v 0
[fls = o 0
0 0

o ™ R

pour certains réels «, 5,7 et . De maniere équivalente, on souhaite satisfaire des relations du type :

f(v1) = avy + Buy
f(v2) = yv1 + dva
f(’Ug) = (07070)

Les deux premiéres relations seront vérifiées si vy, vy forment une base de Im f : en effet, dans ce cas f(v1) et f(ve2) s’écriront
automatiquement comme combinaison linéaire de v1 et vy, puisqu’ils appartiennent & Im f. Posons alors :

U1 = (1’ _170)7 U2 = (270a _1)7 U3 = (17_3a3)-

La famille B ainsi définie est bien base de R? : les deux premiers éléments ne sont pas proportionnels et engendrent le plan
vectoriel d’équation = + y + 2z = 0, sur lequel le troisieme élément ne se trouve pas. Elle vérifie bien des relations du type
ci-dessus et répond donc bien au probléeme posé, d’apres 'argument donné ci-dessus. Ce n’est pas demandé, mais cherchons
explicitement la matrice [f]g. Pour cela, calculons la famille f(B) et décomposons-la sur B. On trouve :

f1,-1,0) =(1,-3,1) =3(1,—-1,0) — (2,0,—1)
f(2,0,-1) = (5,-7,1) =7(1,-1,0) — (2,0,—1)
f(v3) = (0,0,0).

si bien que :
3 7 0
[fle=(-1 -1 0
0o 0 0

c. En reprenant les notations ci-dessus, on voit que ’on souhaite maintenant satisfaire des relations du type :
fv1) =vs

f(v2) = yv1 + dve
f(vs) = (0,0,0)

(correspondant au cas o o = 0 et § = 1). Posons alors :

U1 = (1’ _170)7 V2 = (17_37 1), U3 = (1,_3a3)
—_———
J(v1)

La famille B ainsi définie est bien base de R? : les deux premiers éléments ne sont pas proportionnels et engendrent le plan
vectoriel d’équation x + y + 2z = 0 (c’est-a~dire Im f), sur lequel le troisieme élément ne se trouve pas. Calculons alors la
famille f(B) et décomposons-la sur 5. On trouve :

f(1,-1,0) =(1,-3,1)
f(lv _37 1) = (_27 _2a2) = _4(17 _170) + 2(1a -3, 1)
f(US) = (070’0)

si bien que :

a bien la forme voulue.

Exercice 6. On donne une application linéaire f : R* — R? ainsi qu'une base B de R®. On suppose que f est inversible.
a. Montrer que la famille f(B) est une base de R®. Pour tout élément v de R3, calculer aussi [f(v)](s) en fonction de [v]z.

Pour chacune des affirmations suivantes, dire si elle vraie ou fausse. Justifier votre réponse.

b. [fls,rm) = I3 c. [flym) = [flB d. [flfm),8 = [f © flB-

Solution:



. Notons :
B:vlaUQaU?) et f(B):Ullavé?’Ui/’n ol Ull :f(Ul),’Ué:f(U2> et ’Ué:f<’l)3).

Pour voir que f(B) est une base de R* montrons par exemple que :
Vect (v], vy, v5) = R3.

Donnons-nous un élément w de R? et cherchons & prouver qu’il peut s’écrire comme une combinaison linéaire de v/, v} et v}.
Pour cela, considérons v = f~!(w) I'unique antécédent de w par f (ou, ce qui revient au méme, I'image de w par application
inverse f~!) et décomposons-le sur la base B de R? :

v = tl’Ul + tQ’UQ + t31}3.
En appliquant f on obtient alors, puisque celle-ci est linéaire :
w = f(U) = f(tl’Ul + t2’l)2 + t31)3) = tlf(’l)l) + tgf(’l)g) + tgf(Ug) = tl’l)/l + tQU/Q + t3Ué.

Ceci achéve de montrer que tout élément de R? est combinaison linéaire des 3 éléments de la famille f(B), si bien que celle-ci
est bien une base de R3. En plus, nous avons établi que les coordonnées de w = f(v) dans la base f(B) sont égales & celles de

v dans la base B :
tq

[f ()]s = [vls = | t2
t3

. Les colonnes de la matrice [f]g ¢(5) sont les coordonnnées de f(v1), f(v2) et f(vs) dans la base f(B). On trouve :

1 0 0
fo)lymy = [nls= 0] ,[fw)lys = [2ls=|1| ,[f(vs)lysy= Ilvs]lz= {0
0 0 1
—_————
car vi=1v1+0v2+0v3 car vo=0v1+1v2+0v3 car v3=0v1+0v2+1vg

En mettant cote-a-cote ces colonnes on trouve maintenant :
1 0 0
flzgm =10 1 0] =15
0 0 1

L’affirmation proposée est donc vraie.

. Les colonnes de la matrice [f]f() sont les coordonnnées de f(v}), f(vy) et f(v3) dans la base f(B). Par exemple :

1
[f(D] ) = [vils = [f(v)ls = [flslvi]s = [fls | 0
S—————— 0

premiére colonne de [f](g)

premiére colonne de [f]5

En raisonnant de méme pour la deuxieéme et la troisieme colonne, on voit que les colonnes [f];g) et [f]s sont les mémes.
Autrement dit, ces deux matrices sont égales. L’affirmation proposée est donc vraie.

. Les colonnes de la matrice [f]f(;),5 sont les coordonnées de f(vy), f(v3) et f(v3) dans la base B. Par exemple :

1

[f(v1)]B =[f(f)ls=I[(fo flw)ls=[fo flslnls=  [fofls |0
0

premiére colonne de [f]f(5),8

premiére colonne de [fof]g

En raisonnant de méme pour la deuxieme et la troisieme colonne, on voit que les colonnes [f] ),z et [f o f]s sont les mémes.
Autrement dit, ces deux matrices sont égales. L’affirmation proposée est donc vraie.

Exercice 7. On considere les applications linéaires f, g : R® — R3 définies par :

f(z,y,z) = (—162 4+ 8y — 82,100 — by + 52,2z —y +2) et g(x,y,2) = (—21z + 3y — 132,132 — 2y + 8z, 3z + 22).

a. Déterminer les noyaux de f et g.

b. Trouver, si possible, deux bases B et B’ de R? vérifiant :

o O =
o O O
= O O

1 0 O
(flag =10 0 0 et (gl =
0 0 O




Indication : on commencera par écrire les décompositions voulues de f(B) et g(B) dans B'.

Solution:
a. En réécrivant f sous la forme :
flz,y,2) = 2z —y+2)(-8,5,1)
on voit que f est de rang 1 et que son noyau est le plan vectoriel d’équation 2z — y 4 z = 0. Cherchons & écrire une expression
similaire pour g :
g(z,y,2) =2 (—21,13,3) +y (3,—2,0) +2 (—13,8,2).
—_—— ——
9(1,0,0) 9(0,1,0) 9(0,0,1)

Il est clair que les triplets en facteur de x et z ne sont pas proportionnels. On sait donc que g est de rang au moins égal a 2.
Pour décider si ce rang vaut 2 ou 3, on cherche a combiner ces deux triplets pour retrouver celui du milieu. Afin de créer un
zéro en troisieme position on est alors naturellement conduit & considérer :

2(—21,13,3) — 3(—13,8,2) = (—3,2,0) = —(3,—2,0).
Cela nous permet de réécrire g sous la forme :
g(z,y,2) = x(—21,13,3) + y(—2(—21,13,3) + 3(—13,8,2)) + 2(—13,8,2) = (z — 2y)(—21,13,3) + (3y + 2)(—13,8,2).
Sous cette forme, on voit que le noyau de g est la droite vectorielle d’équation § =y = —% (qui est engendrée par (2,1, -3)).

b. 1l s’agit de trouver deux bases B = v1,v2,v3 et B’ = v}, vh, v4 de R3 telles que :

flv1) =vg g(v1) = v}
f(v2) =0 et g(v2) =0
f(vs) =0 g(v3) = v3.

Cherchons & satisfaire ces conditions. Tout d’abord, comme vy doit étre dans le noyau de g (deuxieme condition dans le
deuxiéme systéme), au vu du résultat trouvé en a., on est amené & poser vo = (2,1,—3) (& un multiple scalaire pres). On
peut alors vérifier directement que f(vs) = (0,0,0) (deuxiéme condition dans le premier systéme). Les premieres conditions
des deux systémes impliquent que v; a méme image par f et g, c’est-a~dire qu'il appartient & Ker(f — g). Les coordonnées de
v1 sont donc solutions du systeme :

— 162 + 8y — 8z = —21x + 3y — 132 5 4+ 5y + 52 =0
10z — by + 5z = 13z — 2y + 82 & —3r—3y—32=0 & zxz4+y+z2=0.
20 —y+ 2 =3z + 2z —r—y—2=0

Le sous-espace vectoriel Ker(f — g) est donc le plan vectoriel d’équation = 4+ y + z = 0. Remarquons que les coordonnées de
v vérifient cette équation. Ce n’est pas surprenant, puisqu’on a déja vu que :

f(’l)g) = g("Ug) - (Oa 070)7

si bien que v se trouve dans ce plan vectoriel. Choisissons alors pour v; un autre élément de Ker(f — g), qui n’est pas lié a
vg, en posant par exemple v; = (1,—1,0). La valeur de v} est donc maintenant imposée :

vy = f(v1) = g(v1) = (—24,15,3).

D’apres la troisieme condition du premier systeme, vz appartient au noyau de f. En utilisant I’équation trouvée en a., posons
alors par exemple v3 = (0,1, 1) (on fait attention & ne pas prendre v3 1ié & vq, car ce dernier se trouve aussi dans le noyau de
f). La derniére condition impose alors la valeur de v} :

vy = g(v3) = g(0,1,1) = (—10,6,2).

Le seul élément qui n’a pas encore été défini est v5. Aucune condition ne semble imposée sur lui, mise & part le fait qu’il forme
avec v} et v5 une base de R®. Posons alors vh = (1,0,0) (de cette fagon, il semble effectivement impossible de combiner v} et
v, qui ne sont visiblement pas proportionnels, pour obtenir v5). A présent, récapitulons notre résultat. On pose :

B=(1,-1,0), (2,1,-3), (0,1,1) et B =(—24,15,3), (1,0,0), (—10,6,2).

On vérifie que ces familles sont des bases de R3, par exemple en calculant les déterminants :

1 2 0 1 2 0 -24 1 -10

1 1
-1 1 1}]=1{0 3 1—‘33 1‘—67&0 et 15 0 6 ——‘35 g‘——127§0.
0 -3 1 0 -3 1 3 0 2

Par ailleurs, les conditions désirées sont satisfaites pour ces bases (on a tout fait pour ¢al), car :
f(1,-1,0) = (—24,15,3) g9(1,—1,0) = (—24,15,3)
f(2,1,-3) =(0,0,0) et 9(2,1,-3) = (0,0,0)
£(0,1,1) = (0,0,0) 9(0,1,1) = (-10,6,2).



