Algebre Linéaire Semestre d’automne, CMS, EPFL

Série 5

Exercice 1. Dans chacun des cas suivants, déterminer si 'application f : R — R est injective. Justifier.

a.x — 2x+1 b. z — 2cos(z) — sin(2x) c.x — .

Solution:

a. L’application f est injective. En effet, si on consideére deux réels x et ' ayant méme image par f, alors :
20 +1=22"+1et donc z = 2’

b. L’application f est 2m-périodique, au sens ou elle prend la méme valeur en = et en = + 27. Une telle application ne peut étre
injective, puisqu’on a par exemple :
f0)=f@2m) =2, f(1) = f(1—2n), ...
¢. Donnons-nous deux réels z et 2’. On a alors :

=) e @-2) 2P+’ +(2)?)=0% (z=2"ou(z+12/)*+32(2))’=0) & (z=2"ouzr=2"=0) & z=2".
—_—
(@+3a)2+3 (ar)2

Ceci montre que f est injective.

Exercice 2. On donne F = {a, 8,7,6} et F = {e,(,n}, ainsi que les applications f: E — F et g : F — E définies par :

fla)=mn, f(B)=f(7) =¢, f(6) =( et gle) =6, g(¢) = B, g(n) = .

a. Déterminer I'application f o g. Est-elle injective ?

b. Méme question avec ’application g o f.

c. Lister tous les sous-ensembles non vides A de F tels que la restriction de f & A est injective. Combien y en a-t-il 7

Solution:

a. L’application fog a F pour ensemble de départ et pour ensemble d’arrivée. Calculons alors les images des 3 éléments de F :

(fog)(e)=flg(e)) = f(6) =, (feg)C) = f(g(Q) = f(B) =¢, (feog)n) = flg(n) = fla) =n.
On voit donc que f o g est injective, puisqu’aucun élément de F' ne possede 2 antécédents ou plus par cette application.

b. L’application g o f a E pour ensemble de départ et pour ensemble d’arrivée. Calculons alors les images des 4 éléments de FE :

(gof)(a) = g(f(a)) = g(n) = a, (gof)(B) = g(f(B)) = g(e) =0, (9o f)(7) = 9(f (7)) = g(e) = &, (90£)(0) = g(f(9)) = 9(¢) = B.

On voit donc que go f n’est pas injective, puisqu’il est possible d’obtenir la méme valeur a ’arrivée pour deux valeurs distinctes
au départ : par exemple, § est a la fois 'image de 3 et celle de v par go f
c. Le seul ”doublon” associé a f étant :
fB)=f(y)=¢
on voit que la restriction de f a A est injective si et seulement si 5 et v n’y figurent pas simultanément. On trouve 11
possibilités :

{a}, {6}, v} {0}, {a, B}, {a, v} {a, 03, {8, 6}, {7, 0} {«, B, 0}, {e, 7,6}

Exercice 3. On considere I'application :

f:R—>]R2,x—>(2+sz,x2—3x).

a. Déterminer le (ou les) antécédent(s) éventuel(s) de (5, —2) par f. L’application f est-elle injective ?

b. Montrer que f restreinte & | — 0o, 1[U]1, +00[ est injective.




Solution:
a. L’ensemble recherché est formé des x € R vérifiant :
T 1 2
—— =z et 2°—3r=-2.
24+ (E2 3 S—————
—_———

& x2—-32+2=0

&2 —-3x+2=0

Autrement dit, il s’agit de I’ensemble des solutions de ’équation 2 — 3z +2 = 0. La résolution de cette équation montre alors
que (%, —2) posseéde deux antécédents par f, & savoir 1 et 2 :

f_l({(%v _2)}) = {17 2}'

Par conséquent, 'application f n’est pas injective (par une application injective, un élément & larrivée posseéde au plus un
antécédent).

b. Soient z et 2’ deux réels distincts. Etudions & quelle condition ces deux éléments ont la méme image par f :
S ¥ —x)2—-22")=0 2—x2' =0
f@) = flz) & § 2O ot , . , ) & ,
(2')? — 32’ = 2% — 3z (' —z)(x4+2"—3)=0 4+ —3=0
La derniere condition est équivalente & demander que x et z’ soient solutions de I’équation du second degré :
t2—3t4+2=0=(t—1)(t—2).
———
(t—z)(t—z')

Par conséquent, la seule possibilité pour la paire {z,z'} est d’étre égale & {1,2} (c’est le cas identifié en a.). On voit donc
qu’il est impossible de trouver deux réels distincts et différents de 1 qui ont la méme image par f : la restriction de f a
] — 00, 1[U]1, 400[ est donc bien injective.

Exercice 4. On considere I'application :
fRo>R z— —z?—4x—7.

a. Pour tout » € R, déterminer 'ensemble f~1({f(z)}). L’application f est-elle injective ? Et qu’en est-il de fo f?
b. Identifier I'image directe de R par f. La restriction de f & f(R) est-elle injective ?

c. Soit z € R. Montrer que f restreinte & | — 0o, z[ est injective si et seulement si z < —2 .

Solution:

a. Etant donné 2’ € R, on a :
fla)=f() & —a?—da—-T=—(")? 42’ -7 (-2 z+2'+4) =0 (r=2"ous' = —4—1).

On en déduit que :

FH{f@))) = {2, —4 -2},
Cet ensemble possede 2 éléments si x # —2 et 1 seul élément si x = —2. On en déduit que f n’est pas injective car il y a de
nombreux ”doublons”, comme par exemple :

En appliquant f aux égalités ci-dessus, on trouve des ”doublons” pour fo f :

(f 0 /)(0) = F(£(0) = F(f(=4)) = (f o /)(=4), (f o /)(1) = f(f(1) = F(F(=5)) = (f o [)(=D), -

Par conséquent, ’application fo f n’est pas injective (remarquons que, pour obtenir cette conclusion, nous n’avons méme pas
eu a calculer la formule pour f o f).

b. Par I'étude générale du trinéme du second degré, on sait que I’application f prend toute les valeurs inférieures ou égales a

son maximum —3 (obtenu pour = —2). Autrement dit, f(R) =] — oo, —3]. Montrons maintenant que la restriction de f &
] — 00, —3] est injective. Pour cela, il suffit de constater que si z est inférieur ou égal & —3, alors 'autre antécédent de f(z)
par f, a savoir —4 — x est supérieur & —1 et donc en dehors de | — 0o, —3]. En résumé, on a montré que, si x < —3, alors z

est l'unique antécédent de f(x) par f qui se trouve dans Uintervalle | — oo, —3] :
Va €] — o0, =3,  Card(f~({f(z)})N] — o0, =3]) = 1.

Ceci prouve bien que f restreinte a | — co, —3] est injective.



c. Si z > —2, alors on peut trouver dans l'intervalle ouvert | — 0o, z[ deux réels ”symétriques par rapport & —27, c’est-a-dire du
type —2 + £ et —2 — ¢ pour un certain £ > 0 (éventuellement trés petit!). D’apres le a., on sait alors que ces deux réels ont
la méme image par f :

f(~2—e)= f( =242 ).
—4—(—2—¢)
On peut donc trouver dans | — oo, z[ deux réels distincts qui ont la méme image par f : la restriction de f & ] — 0o, z[ n’est
pas injective. Supposons & présent que z < —2. Le méme raisonnement qu’en b. montre alors que f restreinte & | — oo, z[ est
injective. En effet, si x est strictement inférieur & z, alors lautre antécédent de f(x) par f, & savoir —4 — x est strictement
supérieur & —4 — z et donc & z (car z < —2, donc —4 — z > z). Cela montre que x est 'unique antécédent de f(z) par f qui
se trouve dans l'intervalle | — oo, 2|

Va €] — oo, 2, Card(f~({f(2)})N] —o0,2]) = 1.

Ceci prouve bien que f restreinte & | — 0o, z[ est injective.

Exercice 5. On considere I'application :
f:R-R, z— 23— 3z

a. Pour tout = € R, déterminer Pensemble f~1({f(z)}). L’application f est-elle injective ?

b. Montrer que, si > 1, alors f(z) possede un unique antécédent par f dans |1, +o0].

c. L’application f restreinte & [1, +oo[ est-elle injective ? Justifier.

Solution:

a. L’ensemble f~({f(z)}) est 'ensemble des solutions de I’équation (en z') :
fz)=f(z) & (') =32 =2° -3z & (2/ —2)((2")? + z2’ +2° - 3)=0.
Par conséquent, on peut écrire :
Y {f(x)}) = {z} U { solution(s) de (z)® + za’ + 2? — 3 =0}.
Le discriminant de 1’équation du second degré (en 2’) qui est apparue dans la factorisation vaut :
A =2% —4(x* - 3) =3(4 — 2?).

On obtient alors :
{z} si z €] — 00, —2[U]2, +00]

R ODER R
(o, VIO 2B ) g g,

L’application f n’est donc pas injective. Par exemple, f(2) = 2 posseéde deux antécédents : 2 et —1.

Remarque : dans le cas ou x €] — 2,2, il se peut que 'une des racines obtenues par I’équation du second degré soit égale & x
(ceci se produit pour = +1). Dans ce cas, f(z) possede deux antécédents par f et non trois, comme la notation pourrait le
suggérer.

b. Supposons que z €]1, +o00[. Utilisons alors le résultat obtenu en a. Si x > 2, alors f(z) posséde un unique antécédent par f
dans R, & savoir x, qui appartient bien & |1, +o0o[. Si z = 2, alors f(2) = 2 posséde deux antécédents par f dans R, & savoir 2
et —1. Il posséde donc bien un seul antécédent dans l'intervalle |1, +o00[ (& savoir 2 lui méme). Supposons & présent que x < 2
(toujours sous la condition z > 1 imposée par I’énoncé). Dans ce cas, il s’agit de voir que, dans la liste des antécédents par f

L —eH /B —a- /B
2 ) 2 )

)

de f(z) trouvée en a. :

un seul (& savoir x) se trouve dans l'intervalle |1, +00[. Remarquons tout de suite que le dernier réel dans cette liste est négatif.
Par ailleurs :

l<z<2=0<d—a?<3= V20D

On a donc bien montré le résultat voulu.

c. Le résultat établi en b. montre que f est injective sur 'intervalle |1, 4+o00[. Pour conclure qu’elle est injective sur [1,+ool, il
reste & voir que la valeur f(1) = —2 n’est atteinte par f qu'une seule fois sur cet intervalle. Or c’est bien le cas, puisque
d’apres le résultat trouvé en a., les seuls antécédents de f(1) dans R sont 1 lui-méme et —2 (qui n’appartient pas & [1, +00[).



Exercice 6. Soient E et F' deux ensembles. Montrer qu'une application f : E — F est injective si et seulement si :
VACE, f(Cg(4) cCr(f(4)).

Indication : raisonner par double implication et pour "<, utiliser le cas particulier A = {x}.

”

Solution: Raisonnons par double implication. Commencons par ” = 7 : supposons donc que f est injective et montrons la propriété

donnée dans I’énoncé. Pour cela, donnons-nous un sous-ensemble A de E et montrons que :

F(Ce(4)) C Cr(f(A)).

Observons que f(Cg(A)) N f(A) est formé des éléments de F possédant par f un antécédent dans A et un antécédent en dehors de
A. Comme f est injective (ce qui signifie que tout élément de F' posséde au plus un antécédent) on voit que cet ensemble est vide,
si bien que f(Cp(A)) est entierement contenu dans Cr(f(A)).

Supposons maintenant que f possede la propriété décrite dans 1’énoncé, et cherchons a montrer que f est injective. Donnons-
nous pour cela deux éléments distincts = et 2/ de F, et considérons le sous-ensemble A = {z} de E. L’élément 2’ appartient
a Cg(A), si bien que f(z') est élément de f(Cg(A)). D’apres la propriété vérifiée par f, on voit donc que f(z') appartient &
Cr(f(A)) = Cr({f(2)}). Autrement dit, f(x) est distinct de f(z’). On a donc prouvé que f envoie deux éléments distincts de E
sur deux éléments distincts de F' : c’est donc une application injective.



