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But de cette série : comprendre les relation de dispersion w(k) de systémes unidimensionnels

1. Relation de dispersion et k indépendants

La figure ci-dessous montre la position instantanée des atomes d’une chaine de parametre de
réseau a. La position de chaque atome est décrite aussi bien par l'onde de longueur d’onde
10

A = 10a en trait continu que par I'onde de longueur d’onde X' = fFa en pointillé.

Montrer que les vecteurs d’onde k et k' correspondants aux deux ondes sont égaux & un vecteur
du réseau réciproque pres.

Note : pour illustrer le concept nous avons pris une onde transverse, c’est-a-dire que le dé-
placement des atomes est perpendiculaire a la direction de propagation, mais autrement pour
les systemes unidimensionnels nous avons considéré uniquement des ondes longitudinales, avec
déplacement des atomes dans la direction de la propagation de I'onde.
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2. Chaine avec deux atomes par maille

On considere une chaine dans laquelle les atomes successifs ont une masse M7 et Ms ; seuls les
plus proches voisins interagissent. Cette interaction est décrite par un ressort de constante K.
a est la distance a ’équilibre entre deux masses consécutives de méme type, et a/2 la distance
entre deux masses différentes.
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(a) On note u, et v, les déplacements des masses M; et My respectivement. Ecrire les
équations du mouvement pour u, et v,.



(b) En utilisant 1’Ansatz suivant pour les déplacements (on a laissé tomber l'indice v qui
identifie chaque k et chaque w, et on utilise £ comme indice pour les amplitudes; on
considere un déplacement qui est composé d’un seul mode normal)

un(t) — akei(knafwt) Un(t) — bkei(knaJrka/wat)

montrer que la relation de dispersion est donnée par :
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(c) Considérer My > Mj. Représenter graphiquement w(k) dans la premieére zone de Brillouin.
Indiquer les valeurs de w(k) pour k& = 0 et pour k en bord de zone, pour les branches
acoustique et optique.

(d) Considérer M; > Ms. Montrer que la relation de dispersion peut étre exprimée comme :
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Indication : /1+x~ 1+ x/2 pour x < 1.

Ensuite, déduire ’expression des branches acoustique et optique dans cette limite.

(e) On imagine maintenant que M; et My tendent vers une méme valeur M. Décrire qualita-
tivement comment on passe d’une courbe de dispersion ayant deux branches a une courbe
n’en comportant qu'une. Comparer le résultat avec celui obtenu pour une chaine avec un
atome par maille.

3. De u, comme superposition de N modes normaux a u, composé d’un seul mode
normal pour trouver w

Nous avons vu en cours que la solution générale de I’équation du mouvement pour I'atome n (en
R = na) d’une chaine monoatomique est donnée par
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L’équation du mouvement dans I’approximation des premiers voisins est (avec m la masse de
I'atome et C' la constante qui décrit 'interaction)

ﬁn = - (_un—l + 2un - un+1)
m

Montrer que si, I’on utilise I'expression générale de u,, dans I’équation du mouvement, on obtient
une équation pour chaque w? en fonction de k,, a, C et m.

Ceci signifie que, lorsque on cherche les solutions de 1’équations du mouvement, par simplicité
on peut considérer un déplacement u,, qui est composé d’un seul mode normal.



