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But de cette série : apprendre à interpreter des courbes de dispersion des phonons

1. Vibrations hors-plan d’un réseau carré

Soit un réseau carré plan de constante a formé d’atomes identiques de masse m soumis à la
constante de rappel C entre premiers voisins dans les deux directions, et astreints à se déplacer
perpendiculairement au plan du réseau. (Note : la valeur de C tient déjà compte du fait que le
mouvement est hors-plan, elle est donc différente de la constante de rappel qui serait utilisée
pour décrire les vibrations dans le plan).

On peut montrer que la relation de dispersion est :

ω2(kx, ky) =
4C

m

(
sin2 kxa

2
+ sin2 kya

2

)
(a) Dessiner la 1ère zone de Brillouin correspondante au réseau carré.

Identifier les points Γ = (0,0), A = (0, π
a ) et B = (πa , π

a ).

(b) Représenter la courbe de dispersion ω(k) selon le chemin ΓABΓ.

2. Directions et points à haute symétrie dans la 1ère zone de Brillouin d’un réseau
fcc

Considerer un réseau de Bravais fcc. La figure ci-contre
montre la 1ère zone de Brillouin correspondante. Des
points à haute symétrie sont indiqués. Le point Γ cor-
respond à l’origine.
Les vecteurs de l’espace réciproque selon les directions à
haute symétrie peuvent être trouvés en fonction du vec-
teur unitaire (x̂, ŷ, ẑ) grâce aux relations suivantes (voir
polycopié Ch. 1) :

z 

K W 

L 

U X Γ y 

x 

le long de ΓX : kx = kz = 0, ky = µ
2π

a
0 ≤ µ ≤ 1

le long de ΓL : kx = kz = ky = µ
2π

a
0 ≤ µ ≤ 1

2

le long de ΓK : kz = 0, kx = ky = µ
2π

a
0 ≤ µ ≤ 3

4

le long de ΓW : kz = 0, kx =
1

2
µ

2π

a
, ky = µ

2π

a
0 ≤ µ ≤ 1

(a) Déterminer les coordonnées des points Γ, X, L, K, W.

(b) Déterminer la norme des vecteurs ΓX, ΓL, ΓK, XW, et l’exprimer en unités de 2π
a . Quel

est le point, situé au bord de la zone de Brillouin, le plus proche de Γ ?

(c) Esquisser la section de la zone Brillouin i) dans le plan kxky, kz = 0 et ii) dans le plan
identifié par kz et kx = ky. Indiquer les points à haute symétrie.
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3. Courbes de dispersion phononique dans les semiconducteurs

Les semiconducteurs du groupe IV cristallisent dans la structure du diamant (fcc avec une base
composée de deux atomes du même élément). Dans le cas des semiconducteurs binaires (III-V
et II-VI), la structure est comme celle du diamant, mais la base est constituée des deux atomes
différents (structure de la blende de zinc ou zincblende, ZnS).

La figure montre les courbes de dispersion calculées pour deux matériaux semiconducteurs III-V
binaires (AlSb et GaAs) ; les symboles correspondent à des données expérimentales. Les gra-
phiques sont pris de Phys. Rev. B 43, 7231 (1991).

(a) En utilisant les informations données dans le tableau périodique à la page suivante, établir
quel graphique correspond au AlSb et quel graphique correspond au GaAs. Justifier les
réponses.

(b) Considérer maintenant un cristal de Si et un cristal de Ge. Combien de branches y a-t-il et
de quel type ? Y a-t-il une bande interdite ? Que peut-on dire au sujet des fréquences at-
tendues pour les modes de vibration de ces deux matériaux ? Comparer les deux matériaux
entre eux et avec les systèmes du point (a). Justifier les réponses.

(1)

(2)

Note sur les unités de mesure des fréquences et énergies des modes de vibration
Plusieurs unités sont couramment utilisées : rad s−1, cm−1, THz, meV. Conversions :

1 cm−1 = 0.030 THz = 0.124 meV = 0.19× 1012 rad s−1

1 THz = 4.136 meV = 6.28× 1012 rad s−1 = 33.356 cm−1

1 meV = 1.52× 1012 rad s−1 = 8.066 cm−1 = 0.242 THz

1× 1012 rad s−1 = 5.304 cm−1 = 0.159 THz = 0.658 meV
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Corrigé série No. 4 11 Mars 2025

1. Vibrations hors-plan d’un réseau carré

(a) Voir figure ci-dessous. Le carré représente la 1ère zone de Brillouin. Le chemin ΓABΓ est
aussi indiqué.

(b) Selon ΓA, kx = 0, k = ky avec 0 ≤ ky ≤ π
a , et on a

ω2(k) =
4C

m
sin2 ka

2
⇒ ω(k) = 2

√
C

m

∣∣∣∣sin ka2
∣∣∣∣

Selon BΓ on a : kx = ky =
k√
2
, avec kmax =

√
2
π

a

Pour ω(k) on obtient :

ω2(k) =
8C

m
sin2 ka

2
√

2

ω(k) = 2

√
2C

m

∣∣∣∣sin ka

2
√

2

∣∣∣∣ , et ωmax = 2

√
2C

m

Selon AB, k = (kx, 1) avec 0 ≤ kx ≤ π
a .

ω(kx, ky) = 2

√
C

m

√(
sin2 kxa

2
+ 1

)

Γ
kx

ky

A B

(0, 0)

ω

2  C
m

2 2C
m

π
a

π
a0 2 0

Γ ΓA B

Souvent, pour representer les courbes de dispersion, on introduit un vecteur d’onde réduit
ζ. Dans cet example on aurait ζ = k a

π .

La direction ΓA correspond à la direction [0ζ], avec 0 ≤ ζ ≤ 1.

La direction ΓB correspond à la direction [ζζ], avec 0 ≤ ζ ≤ 1.

La longueur relative des différents segments du chemin est respectée, et correspond à la
distance entre le points considérés dans la zone de Brillouin.
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2. Directions et points à haute symétrie dans la 1ère zone de Brillouin d’un réseau
fcc

(a) Avec les expressions dans l’énoncé on trouve :

Γ = (0, 0, 0)

X =
2π

a
(0, 1, 0)

L =
2π

a
(
1

2
,
1

2
,
1

2
)

K =
2π

a
(
3

4
,
3

4
, 0)

W =
2π

a
(
1

2
, 1, 0)

(b) On trouve

|ΓX| = 2π

a

|ΓL| =
√

3

2

2π

a
≈ 0.866

2π

a

|ΓK| = 3

2
√

2

2π

a
≈ 1.061

2π

a

|ΓW| = 5

2

2π

a
≈ 1.118

2π

a

|XW| = 1

2

2π

a

Le point le plus proche de Γ est le point L.

(c) Voir figure ci-dessous. Les points à haute symétrie sont indiqués explicitement dans le
quadrant kx > 0, ky > 0 dans i), et dans le quadrant kx = ky, kz > 0 dans ii). Les
graduations sur les axes correspondent à des multiples de 1

2
2π
a .

Pour in dessin plus précis, on peut utiliser le fait que le point U a des coordonnées du type
U = 2π

a (14 ,
1
4 , 1) et donc que |XU| = 1

2
√
2
2π
a ≈ 0.35 2π

a .

kx

kyΓ

X

X

W

W

K

kz

Γ

X

K

U

L

i) ii)

kx=ky 
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3. Courbes de dispersion phononique dans les semiconducteurs

(a) Nous pouvons faire un raisonnement simplifié basé sur les masses, en négligeant les dif-
férences entre les constantes de rappel dans les deux matériaux. En effet, on est en train
de comparer deux semiconducteurs qui ont des types de liaisons similaires (covalentes), et
que par conséquent l’interaction (liaison) entre les atomes est assez similaire pour les deux
matériaux.

Les masses des éléments considérés sont :

mAl ≈ 27 amu

mGa ≈ 70 amu

mAs ≈ 75 amu

mSb ≈ 122 amu

Nous avons vu à la Série 3 que la largeur de la bande interdite (gap) entre branches
acoustiques et branches optiques se réduit lorsque les deux masses d’un système sont
similaires.

On en déduit que le graphe (1) représente la courbe de dispersion du GaAs, et le graphe
(2) celle du AlSb.

Un peu plus quantitativement, on peut estimer les rapports entre les valeurs attendues
en bord de zone de Brillouin dans les directions à haute symétrie, par exemple au point
X, pour la branche longitudinale acoustique (LA) et la branche longitudinale optique
(LO). (Ces branches sont la plus haute et la plus basse énergie au point X, respectivement.)

GaAs

branche LA en X : ω ∝
√

1/mAs ≈ 0.115

branche LO en X : ω ∝
√

1/mGa ≈ 0.119

ωLA

ωLO

∣∣∣∣∣
X

≈ 0.97

En effet, on peut voir que les deux branches sont très proches l’une de l’autre au point X.

AlSb

branche LA en X : ω ∝
√

1/mSb ≈ 0.090

branche LO en X : ω ∝
√

1/mAl ≈ 0.192

ωLA

ωLO

∣∣∣∣∣
X

≈ 0.47

On trouve environ un facteur 2 entre les valeurs des deux branches en X, ce qui correspond
bien au graphe.

Pour d’autres comparaisons et analyses, la figure 1 à la page suivante montre aussi les
courbes de dispersion pour AlAs et GaSb.
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Figure 1 – Courbes de dispersion calculées pour une sélection de semiconducteurs binaires. Les
symboles correspondent à des données expérimentales. Pris de Phys. Rev. B 43, 7231 (1991).
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(b) En général, pour un crystal en 3D le nombre de branches est 3p où p est le nombre d’atomes
dans la base. 3 de ces branches sont acoustiques, les restantes 3(p− 1) sont optiques.

Le Si et le Ge sont composés chacun d’un seul élément ; la structure est celle du diamant,
c’est-à-dire un fcc avec une base de deux atomes (p = 2). Par conséquent la relation de
dispersion comporte au total 6 branches : 3 branches acoustiques (1 LA et 2 TA) et 3
branches optiques (1 LO et 2 TO). Comme tous les atomes ont la même masse, il n’y a
pas de bande interdite : en bord de zone au point X, par exemple, la branche LA et la
branche LO ont la même énergie (voir figure 2).

On compare la gamme d’énergie pour Si et Ge entre elles, et avec celles des composants
binaires du point précédent.

Pour les masses on a :

mSi ≈ 28 amu

mGe ≈ 73 amu

Donc on s’attend à que les modes de vibration pour le Si atteignent des fréquences plus
élevées que pour le Ge, ainsi que pour tous les autres matériaux considérés dans cet exercice.

La comparaison entre Si et Ge donne

Si, branche LA en X : ω ∝
√

1/mSi ≈ 0.189

Ge, branche LA en X : ω ∝
√

1/mGe ≈ 0.117

ωLA(Ge)

ωLA(Si)

∣∣∣∣∣
X

≈ 0.62

Ce rapport correspond bien aux valeurs dans le graphique.

Pour le Ge, on s’attend à une gamme d’énergie similaire à celle du GaAs, puisque les
masses des trois éléments sont très similaires. Les courbes de dispersion confirment cette
prédiction.

Figure 2 – Courbes de dispersion calculées pour des semiconducteurs élémentaires. Les symboles
correspondent à des données expérimentales. Tirée de Phys. Rev. B 43, 7231 (1991).
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