ECOLE POLYTECHNIQUE FEDERALE DE LAUSANNE

Exercices de Physique du Solide Prof. H. Brune

Série No. 10 29 Avril 2025

But de cette série : comprendre et appliquer la méthode des liaisons fortes

1. Liaisons fortes : cristal fcc

Considérer un cristal ayant une structure cubique a faces centrées (fcc); a est le parametre de
la maille conventionnelle (c6té du cube). Il y a un atome par maille primitive et chaque atome
possede un électron de valence de type s.

On se réfere au paragraphe 5.5.3 du polycopié ot on a obtenu l’expression suivante (avec Fy
Iénergie de l'orbitale atomique) :

E(k) = Ey+ Y exp(ik - R)y(R)
R+£0

ol on a négligé I'intégrale de recouvrement pour des atomes sur sites différents, et 'intégrale de
champ cristallin.

(a) En considérant que l'intégrale de transfert v(R) est non nulle seulement entre les atomes
les plus proches voisins, trouver l'expression pour la bande d’énergie E(k) dérivée des
orbitales s.

Indication 1 : Esquisser la structure du cristal et, une fois choisi un atome comme origine,
trouver les coordonnées des atomes plus proches voisins.

Indication 2 : Pour calculer l'expression de E(k), considérer d’abord les atomes plus
proches voisins contenus dans le plan xy. Ensuite, déduire I'expression complete pour
E(k) al’aide de considérations sur la symétrie du systeme.

(b) Tracer E(k) selon le chemin LI'XWKT" (voir sé-
rie 4), dans ’hypothese que les bandes sont mo-
notones entre les points & haute symétrie.

Coordonnées :

I' = (0,0,0), L=2x(1 1 1),
2 2m /1

X:f((),l,()), sz(i,l,O),

K =25(3 3 ().

(¢) Trouver la largeur de la bande.

(d) En effectuant un développement limité, montrer que E(k) est quadratique en k autour du
point I'.



2. Liaisons fortes : systéme unidimensionnel, deux atomes par maille primitive
Considérer une chaine unidimensionnelle d’atomes avec une constante de réseau a et deux atomes
identiques (i = 1,2) par maille primitive.

Pour chaque atome, on considére une orbitale atomique ¢; telle que

Hat|pi) = Eolgi) avec i=1,2 et (¢¢;) =1

On défini la base d’états de Bloch localisés sur les sous-réseaux formés par les 2 atomes de la
maille primitive :

vi0) = A S et~ R)

v0) = e S anlr — B
ot ¢1(r) et ¢o(r) sont les fonctions d’onde de lorbitale localisée sur le premier et le deuxieme
atome de la maille primitive, respectivement, et Ng est le nombre de mailles.
Dans cette base, ’'Hamiltonien est une matrice 2 x 2, dont les éléments sont :

Hij(k) = (YF| Hy + AU’”L/J;C% avec i,j =1,2 et tels que H;j = H};

Hypotheses :

On néglige les termes de recouvrement pour des atomes différents :
[ ¢ (r)pi(r — R)dr =0 pour R # 0, et [ ¢i(r)¢;(r — R)dr =0 VR.

On néglige le terme de champ cristallin : [ ¢} (r)AU¢;(r)dr =0
On définit les mtegrales de transfert, ol |y1| > |y2] :

N =R = [ #1(r)AU¢2(r)dr = —|m|

Y2 =(R = [ $1(r)AU@2(r — a)dr = —|v2|

On néglige toutes les autres intégrales de transfert.

(a) Montrer que I'Hamiltonien des liaisons fortes relatif a l'orbitale s considérée est de la
forme :

- Ey Y1 + yoetke
H(k) = [71 + ypeika Ey

Indications : Remarquer que
D et /qﬁl R)H¢;(r — R d’r—NRZe”“R/qﬁ VH;(r — R)dr
R,R!

et que la plupart des termes de la somme s’annulent quand on applique les conditions
données précédemment sur les intégrales de recouvrement et de transfert.

(b) Les bandes correspondent aux valeurs propres de ’'Hamiltonien H (k). Résoudre I’équation
Det(H (k) — A) = 0 pour trouver '’expression pour les bandes, E(k).

(c) Representer graphiquement les bandes trouvées au point précédent.

(d) Dans I’hypothese ou chaque atome posséde un électron dans 'orbitale s, déterminer si le
systeme est un conducteur ou un isolant. Justifier la réponse et trouver la largeur de la
bande interdite.



Corrigé série No. 10 29 Avril 2025

1. Liaisons fortes : cristal fcc

(a) En négligeant «, 3 et en se limitant aux premiers (plus proches) voisins (nearest neighbors
nn) :

Ek) = Ey+ Z ok Roan (R
R’VLTL
Ici Ey est I’énergie de 'orbitale atomique a partir de laquelle on construit la bande.
Les 12 vecteurs qui repérent les premiers voisins sont :
a
2
a a
plan yz: Rsp= §(O,j:1,i1); Rrgs = 5(0, +1,F1)

plan  zy : Rm:%(ﬂ,ﬂ,()); Ry = = (+1,F1,0)

plan Tz R9710 = g(:l:l,o,:l:l); R11712 = g(:l:l,o,iFl)

Remarque : ces vecteurs sont bien des vecteurs du réseau de Bravais fcc.

Grace a la symétrie d’inversion : v(R) = ~(—R). De plus, comme on considere une
orbitale s, uniquement la norme de R compte. Donc on peut poser 7(R) = —|vy| pour le R
correspondant aux nn. Note : comme on considére une orbitale s, I'intégrale de transfert
sera négative.

Si on considere d’abord les atomes dans le plan zy :
Z — |y —(eikz%eiky%) i (eikz%efiky%> I (efikzgeiky%> i <efikz%efiky%>}
Rnn,zy )
=— |yl —€ikz% (eiky% + e_iky%> + ¢ thag (eiky% + e_iky%ﬂ
=—|v 259 cos(k, > + e 232 cos(k a4
Y2 Y2
= — 4| cos(kx%) cos(k:y%)

En considérant qu’il y a des termes équivalents provenant des premiers voisins dans le plan
yz et dans le plan xz, on obtient :

a a a a a a
E(k) =Ey —4|v| cos(kxg) cos(k‘yﬁ) + cos(k:yi) cos(k:z§) + cos(k:x§) cos(k'ZE)]

(b)
E(T) = Ey—4ly|[1+1+1] = Ey — 12}/

2 la 2rla ™ ™
E(L) = Ey — 4 Ty os(L22y 3| = By — 4 [ Ty cos(Z) - }:E
(1) = Bo— | feos(%E 2y cos(2T 1) - 3] = o — iy [eos( ) con() - 3] = B
2 la 21 a 2rla 21 a
E(W) = EO —4|’y‘ |:COS(a22)COS(a2) +COS(;§§) -1 +COS(;§) . 1:| = EO —4|’Y‘ [—].] = EO +4|’}/|
2t 3 a 2t 3 a 2t 3 a 1
E(K) = Ey — 4]n| [cos(a42)cos(a42) +cos(;1§) : 1'2} = Ey — 4]| [2 — \/i} ~ FEo + 3.6]7|



(c) La largeur de la bande est égale a E(X) — E(I") = 16]~.

(d) En effectuant un développement limité autour du point I' = (kg, ky, k) = (0,0,0), on
montre que, dans la limite de faibles ka, F(k) est indépendante de la direction de k :

Ek) =~
k202 k2a? k2a? k2q? k2a2 k2a?
E,—4  R— R 1— -2  — —  —
0 —4h [( C L= ) (L ) (- )+ (- (-

1
~Fy — 4|y [3 - 4k2a2]

=Ey — 12|y] + |y|k*a?




2. Liaisons fortes : systéme unidimensionnel, deux atomes par maille primitive

(a) Avec les expressions pour les fonctions de Bloch on peut écrire I'expression générale pour
les termes de la matrice :

Hij(k = = Z / (B R — R)(Hy + AU)¢j(r — R)dr

RR/

Avec l'expression qui tient compte de la périodicité du systéme, on peut éliminer une
somme :

= Y [ 610} (Hus + AV} — Ry
R
On considere d’abord les termes du type
_ Z R / 61 (r) (Ha + AU)i(r — R)dr
_szR/¢z Hadi(r — R dT+ZZkR/¢z VAU ¢i(r — R)dr
=B > [ 61)6r — Rydr+0
R

= Ey

puisque :

i) le seul terme de la premiére somme qui est non-nul est celui pour R = 0 (hypothese
intégrale de recouvrement = 0 si R # 0) ;

ii) dans la deuxiéme somme, les atomes de méme type (deux atomes type 1 ou deux
atomes type 2) ne sont jamais premiers voisins, et donc l'intégrale de la deuxiéme somme
pour R # 0 (intégrale de transfert) est nulle, et on néglige I'intégrale de champ cristallin
qui correspond au terme de la somme avec R = 0.

Ensuite, on consideére les termes du type

k) = Z kR / ¢ (r)(Hay, + AU)¢;(r — R)dr
=Y [ 610ty - 7 jar +3° [ 61(r) AU~ Ry

By 3 et / 67(r); (r — R)dr + / 1 (r)AUS; (r)dr + e / 1 (r) AU, (r — a)dr
R
=047+ ’)/2€ika

puisque :

i) dans la premiére somme, on néglige l'intégrale de recouvrement pour atomes différents;
ii) dans la deuxiéme somme, il y a seulement deux termes qui sont non nuls, et qui
correspondent aux intégrales de transfert pour R = 0 (atome type 1 avec atome type 2
dans la méme maille) et pour R = a (atome 1 avec atome type 2 de la maille suivante).

En résumé :

Hyy (k) = Haa(k) = Ey



et
Hyg(k) = H3, (k) = 71 + 72¢™,
On trouve bien ’expression demandée :

_ Eqy Y1 + yoetke
Hk) = [’71 + yoe~tha Ey

(b) Les bandes correspondent aux valeurs propres de 'Hamiltonien H (k). On les obtient
comme solution de I'équation Det(H (k) —A) =0 :

Eo—X  m4 e
1+ ek Ey— A
(Bo = A)? = (11 +72¢™) (11 +72¢7™) = 0
(Eg — \)? —~% —~3 — 2y;y2coska = 0

=0

(Eo—A) = i\/“Y% + 73 + 2y cos ka

Les deux bandes sont données par

Ei(k)=FEy+ \/’y% + 72 + 27172 cos ka

(¢) Avec les expressions trouvées en (b), on peut évaluer les bandes aux points & haute symétrie
de la premiere ZB :

pour k =0, cos(ka) =1 —
E(0) = Eo+m+72=Eo— [m|— el
E_(0) = Eo—m — 72 = Eo+ |m1| + |2l
pour k = 7/a, cos(ka) = -1 —

Ei(m/a) = Eo+v1 —v2 = Eo — || + 2]
E_(m/a) = Ey — 1 + 72 = Eo + |n1| — |2

Eo + || + 2] -
Eo + |m| — |2
EO ...................................................
Eo — 71| + |72
Eo — |v1| = |2l -
T 0 T
a L a

(d) Avec un électron par atome, seulement la bande inférieure est remplie : N valeurs k dans
la 1ZB, 2Ny places en considérant le spin; avec 1 électron par atome on a 2Ng électrons
a placer, donc on remplit la premiere bande. Le systeme est un isolant, avec gap situé en
k = m/a. La valeur de la bande interdite (gap) est donnée par :

Ey=|Ei(r/a) = E_(r/a)| = 2(Im] = [72])-



