
Phys. Num. Semaines 17-18

◼ Advection-Diffusion

◼ Schéma différences finies explicite à 2 niveaux

◼ Limites de stabilité. Analyse de Von Neuman

◼ Diffusion numérique

◼ Comparaison avec la méthode de Langevin

◼ Notes de cours: 4.1 et Annexe D

◼ Problèmes à valeurs aux bords. Eléments finis

◼ Forme variationnelle

◼ Représentation en éléments finis

◼ Conditions aux limites

◼ Notes de cours: 3.2.4 et 3.2.5

Physique Numérique I-II semaines 17-18
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4.1.1- 4.1.2

Advection et Diffusion

Différences finies Schéma explicite 2 niveaux

(CFL)

Flux de matière:

Conservation de la masse (Eq. Continuité):

Cas 1D, incompressible, D=const, v=const :

t

j

j+1

i+1i-1 i

x

Ԧ𝑗 = 𝑓 Ԧ𝑣 − D ∇𝑓
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◼ Paramètre CFL (Courant, Friedrichs, Lewy)

◼ On verra que ce schéma est instable si b>1 ou si b<0

◼ On verra aussi que ce schéma, lorsqu’il est stable, 

introduit de la diffusion non-physique («diffusion 

numérique»)

Advection – Schéma explicite 2 niveaux
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◼ Différences finies, explicite 2 niveaux, v=+1
❑ Forward (t)

❑ Backward (x)

Advection

b=0.16
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◼ Différences finies, explicite 2 niveaux, v=-1
❑ Forward (t)

❑ Backward (x)

Advection, v<0
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◼ Différences finies, explicite 2 niveaux, u=-1
❑ Forward (t)

❑ Forward (x) (UPWIND)

Advection – schéma upwind
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◼ Différences finies, explicite 2 niveaux, u=1
❑ Forward (t)

❑ Forward (x) (UPWIND) CFL=1.2 nx=128

Advection - Instabilité 

◼ Le schéma est instable pour |CFL|>1.0
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◼ Différences finies, explicite 2 niveaux. Diffusion seule

Diffusion - Instabilité

Croissance exponentielle dans le temps d’une 

perturbation de courte longueur d’onde ( 2 points de 

maillage par longueur d’onde)
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Advection et diffusion. Différences finies. Schéma 

explicite 2 niveaux. Critères de stabilité numérique.

Courant-Friedrichs-Lewy

La démonstration sera présentée ultérieurement. Voir Notes de Cours 4.1.3
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◼ Evolution de la variance: (a) solution analytique, (1) solution 
numérique avec schéma explicite à 2 niveaux et advection 
upwind, (2) advection centrée

◼ Le surcroît de diffusion est un artefact dû à la diffusion 
numérique créée par le schéma de l’advection upwind

Advection-Diffusion. Diffusion numérique
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Euler ou Lagrange? Radar ou mouchard?

Lagrangien, Langevin: Pas 

de diffusion numérique

Pas de limite de stabilité 

CFL! (Dt arbitraire)

Comparaison entre schéma numérique «Eulérien» 

et schéma numérique «Lagrangien» ou «particle»

Eulerien, différences finies 

explicite 2 niveaux

Limite de stabilité

Diffusion numérique
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Eléments finis
◼ Eléments finis

❑ Notes de Cours, Section 3.2.4 

◼ Illustration sur un problème électrostatique 1D 
❑ Notes de Cours, Section 3.2.5

La présentation 

sera faite au 

tableau noir, 

pour le cas de 

l’électrostatique 

avec charges 

libres, sans 

diélectrique
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Elements finis 1D

◼ Cas de l’équation de Poisson 1-D
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Elements finis linéaires 1D

Figure 3.4 –Fonctions de base Λi (x) et représentation (approximation) 

d’une  fonction φ(x) par ces éléments finis.
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Elements finis – forme variationnelle

Pour l’Ex. 6, cette Eq. n’est pas correcte! 

∇ ⋅ 𝐷 = 𝜌, 𝐷 = 𝜖0𝜖𝑟 𝐸, 𝐸 = −∇𝜙
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Elements finis – intégration par parties
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Elements finis – fonctions de base

hi h1=0, hN=0
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Elements finis – conditions aux limites
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Elements finis linéaires 1D

◼ La méthode des éléments finis permet naturellement 

d’utiliser des maillages non-équidistants …
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Elements finis linéaires 1D

◼ … ce qui améliore la convergence numérique
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Questions algorithmiques
❑ Il est fortement recommandé de procéder à l’assemblage de 

la matrice et du membre de droite intervalle par intervalle

❑ Boucle sur les intervalles k
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FAQ – Elements finis - 1  
◼ L’équation différentielle de Poisson est du 2e ordre (elle fait 

intervenir 𝑑2𝜙/𝑑𝑥2).

◼ Or, on a trouvé une solution numérique qui est une fonction 

linéaire par morceau, dont la 1e dérivée est discontinue aux 

points de maillage, et donc dont la 2e dérivée est nulle presque 

partout, sauf aux points de maillage où elle est infinie !!!

◼ Comment peut-on prétendre avoir résolu l’équation 

différentielle?

◼ Pourquoi prendre des fonctions de base linéaires par morceau?

◼ 𝜙 ≈ 𝜙ℎ = σ𝑗𝜙𝑗 Λ𝑗 𝑥

◼ 𝑑𝜙ℎ/𝑑𝑥 = σ𝑗𝜙𝑗 𝑑Λ𝑗/𝑑𝑥

◼ 𝑑2𝜙ℎ/𝑑𝑥
2 = σ𝑗𝜙𝑗 𝑑

2Λ𝑗/𝑑𝑥
2 ????
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FAQ – Elements finis - 2 
◼ En fait, on peut montrer que, malgré ce problème, la 

solution numérique tend vers la solution exacte dans le 

sens que la norme de la différence entre les deux tend 

vers zéro lorsque le maillage devient de plus en plus fin:

lim
ℎ→0

න
𝑥𝑎

𝑥𝑏

𝜙ℎ 𝑥 − 𝜙 𝑥
2
𝑑𝑥 = 0

◼ Choisir des fonctions de bases autres que linéaires par 

morceau est possible. De façon générale, plus l’ordre du 

polynôme par morceau est élevé, plus l’ordre de 

convergence sera élevé.

◼ Dans l’exercice 6, vous vérifierez empiriquement l’ordre 

de convergence de la solution numérique.
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FAQ-Elements finis #2

❑ Comment vérifier que l’équation différentielle est bien 

satisfaite? 

❑ Attention lorsque er(r) a une discontinuité en r=b pour 

l’évaluation des intégrales avec la règle des trapèzes
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Indication pour l’Ex.6 (d) (ii)
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