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La transformation entre (¢,p) et (f4,f—) qu’on a trouvé pour l'oscillateur harmonique est telle que

{a, p} :611{ {fa, [} ?}{1
4= 3p f+=37-=0
2 94 - ofy
H =L+ lmw?g?

K = const.
La structure canonique est préservée. On 'appelle Transformation canonique.

Plus généralement, on cherche les régles pour faire une transformation du type

Qi = Qi ({a} {pi} 1) Q=55
LR e telle aue { =

On va demander que les équations qu’on trouve soient simple plus tard.

Pour le faire on passe par le principe de moindre action et on profite de 'invariance de jauge.
Pour rappel, 'action est

S th({qi},{qi},t)dt

On procéde par étapes (attention : passages symboliques !)
1.

H=3%pigi—L

= L=3pd—H{a} {pi}. 1)
2.

S = /t 2 [Zplql - H({QZ} s {pz} 7t) dt
avec {q; (t1)},{qi (t2)},{pi (t1) },{p: (t2)} connus.

On montre ici que, formulée de cette fagon, ’action méne aux équations canoniques de Hamilton :
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Donc l'idée est que {p;} et {¢;} sont les deux variables & "changer" pour chercher le minimum de s.

3. On veut faire le changement de variables ({¢;}, {p:}) vers ({Q;}, {P;}) sans changer la physique (car bien évidemment
le systéme reste le méme).

Donc
d
szql — H({a}, {pi} .t ZP@ K ({Qi} AP}, )+ 5 F (Qi} AP} {ai} (i} 1) (13)
pas de {ql},{Qz},
_ 0K
Ou la premiére partie est la structure nécessaire pour avoir { c 6%’ e
i = ~9Q;

%F est la dérivée totale compatible avec l'invariance de jauge.

Mais

Z q1+Z p7+z QHrZ F (14)

Donc, en remettant tout ensemble :
- OF
sz% {Qz} {pz} t ZPQZ K({Q} {P} t +Z QZ+Z pl+z Ql+z P'+§ (15)

et il faut identifier les différents termes : on a typiquement 4 choix (par tradition)

({ql} {pi), {Q} {Pi},t) = 1 ({a:} . {@Qi} 1)

= apl =0 3 =0 (16)
On reste avec OF OF 8F
Z@—\H/:ZP@— Z 1qz Z—IQZ — (17)
Alors en identifiant les termes 1 ensemble, 2 ensemble et 3 ensemble on a :
S R G0 = { o e 08)
i i 1T 7o
et enfin oF, oF,
fH—waLW = K= HJFW (19)

Pour résumer on trouve qu'’il y a une transformation canonique (elle l'est par construction car il vient de la forme du
Lagrangien, » . p;¢; — H) si, donnée une fonction F; ({¢;},{Q;:},t) on pose
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P =P ({a:},{Qi} 1)

O — 6F1 P — . . .
{ Pi = "3q, voulant dire { pi = pi ({4}, {Qi} 1)

Qi = —3a.

on inverse ces relations pour avoir explicitement {Q;},{P;}

¢ = ¢ {Qi} , {P;},1)
pi =pi {Qi}, {Pi},t)

déja rencontré

Qi = Qi ({¢i} , {pi} 1) . SSTY
{ P =P, ({a;}, {pi ) t) et si nécessaire, I'inverse
et
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et par comparaison
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et finalement

: 1
Fi(q,Q,t) = V2mwi e qQ — giquQ -

Donc on a

K(Q7 P7 t) = H(Q(Q’ P’ t)7p(Q7P7 t)7t) +

11 nous faut encore ¢ = ¢(Q, P,t). On rappelle que
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Aussi, il nous faut p = p(Q, P,t). On sait que p = v/2mwi e™! Q — imwq

qui devient
p= meiwt Q_ (in;,w eiwt Q"' (in;,w e—iwt P
_ /i";m [eith+e—ith]

Donc "'Hamiltonien est : 1 )
H=— 021 —mwd?
om? T M

qui devient
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D’ailleurs

i 1 1.,
Fi(q,Q,t) = V2mwie™'qQ — ~mwiq® — §e2MQ2

2
et
OF; ) .
a—tl = wV2mwi et ¢Q — iwe?*tQ?
et en y substituant ¢ = \/ﬁ [¢“tQ — e™™'P] on a
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et finalement OF
K:H+8—tl:z’wPQ—inP:0

donc K =constante et, comme prévu :

donc @ et P sont des quantités conservées
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