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Complément

Energie cinétique d’un corps solide

L’objectif de ce complément est de démontrer la formule de l’énergie cinétique

Ec =
1

2
MvG • vG +

1

2
(IG ω) • ω

à partir de l’énergie cinétique de chacun des points matériels que constitue le corps solide.
On part de l’hypothèse que le corps solide possède un nombre fini de points matériels pour
faciliter la démonstration. L’idée centrale est d’utiliser la cinématique du solide

vα = vG + ω ∧GPα

pour utiliser le vecteur de rotation instantané du solide ω et également le théoréme du centre
de masse qui dit que ∑

α

mαGPα = 0

Démonstration

On part de l’énergie cinétique de chaque point matériel que l’on somme

Ec =
1

2

∑
α

mαvα • vα

=
1

2

∑
α

mα(vG + ω ∧GPα) • (vG + ω ∧GPα)

=
1

2

∑
α

vG • vG +

[∑
α

mα(ω ∧GPα)

]
• vG

+
1

2

∑
α

mα(ω ∧GPα) • (ω ∧GPα) (1)

=
1

2
MvG • vG + 0 +

1

2
(IGω) • ω (2)

Le théorème du centre de masse à été utilisé lors de la dernière étape du calcul, en effet
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∑
α

mαGPα = 0

⇒[∑
α

mα(ω ∧GPα)

]
• vG =

(
ω ∧ (

∑
α

mαGPα)

)
• vG = 0 (3)

ce qui permet d’annuler le terme du milieu de (1). De plus, le développement suivant est
également recquis pour passer de (1) à (2)

1

2

∑
α

mα(ω ∧GPα) • (ω ∧GPα) =
1

2

∑
α

mα(GPα ∧ ω) • (GPα ∧ ω)

=
1

2

∑
α

mα([GPα∧]ω)T ([GPα∧]ω)

=
1

2
ωT

(∑
α

mα[GPα∧]T [GPα∧]

)
ω (4)

=
1

2
ωT IGω (5)

=
1

2
(IGω) • ω

Ceci est justifié en exprimant GPα dans le repère lié au solide

GPα =

3∑
i=1

xix̂
′′
i

et en utilisant l’étape clé

[GPα∧]T [GPα∧] =  0 −x3 x2
x3 0 −x1
−x2 x1 0

T  0 −x3 x2
x3 0 −x1
−x2 x1 0


=

 0 x3 −x2
−x3 0 x1
x2 −x1 0

 0 −x3 x2
x3 0 −x1
−x2 x1 0


=

 x22 + x23 −x1x2 −x1x3
−x2x1 x21 + x23 −x2x3
−x3x1 −x3x2 x21x

2
2


ce qui permet de faire apparâıtre l’expression du tenseur d’inertie en sommant sur α (passage
de (4) à (5)).
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