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I Pertes énergétiques dans les circuits hydrauliques
1 CONSERVATION DE LA MASSE
1.1 Débit
Equation de continuité
Pour décrire une installation hydraulique, nous allons commencer par introduire les grandeurs
fondamentales de I’écoulement. Pour cela, nous allons utiliser les équations de la mécanique des
fluides qui peuvent s’écrire sous une forme intégrale. Ces équations permettent d’obtenir des
solutions approchées des problémes avec une précision souvent suffisante. Ces formes
intégrales sont exactes pour des écoulements pour lesquelles les hypotheses faites pour les
établir sont valides. Cependant il est généralement nécessaire d’effectuer certaines
approximations pour trouver une solution au probléeme posé. C’est ainsi que les hydrauliciens
ont pris I’habitude de considérer des grandeurs globales qui puissent caractériser les différents
transferts de matiére ou d’énergie dans un circuit hydraulique ce qui les a conduits a définir des
grandeurs moyennes sur une section transversale de I’écoulement.
Afin de définir le débit ainsi que sa loi de conservation, nous allons partir de I’égquation locale
de la conservation de la matiére ou encore équation de la continuité, (Ryhming 2004) :
1D - =
2P _VG (1.1)
p Dt
ou I'on a introduit la dérivée particulaire:
D 0 ==
ZP_P L EVp (12)
Dt ot
Dans le cas d’un écoulement incompressible, la masse volumique de la particule fluide que nous
suivons dans son mouvement demeure constante, soit
1D
ZZP 9 (1.3)
p Dt
D'ou la condition d'incompressibilité tirée de (1.1)
VC=0 (1.4)
Bilan de masse appliqué un trongcon de conduite
Nous allons appliquer la condition d'incompressibilité locale a un volume V défini par la
surface fermée, voir Figure 1, oV = A UA, UZ ou X désigne la surface de la paroi de la
conduite qui est considérée comme une surface matérielle.
[v-Cdv =0 (1.5)
\Y
Nous allons alors appliquer le théoréme de la divergence a l'intégrale volumique (1.5), (Aris
1962), (Pusterle 1991)
j C fidA=0 (1.6)
N=AUA,UX
19.02.2007 EPFL/STI Page 4/64
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Figure 1 - Trongon de conduite
Ce qui, en développant I’intégrale surfacique (1.6) donne
[CfidA+ [ C-fidA+[C fidA=0 (1.7)
A Ay D)
Mais la surface X étant une surface matérielle, nous avons la condition
C-fi, =0 sur X (1.8)
D'ou le bilan de matiere
j*~ﬁdA+jé-ﬁdA=o (1.9)
A Ay
Conservation du débit
Soit encore, en supposant par exemple que I’écoulement s’effectue de la section 1 vers la
section 2, nous définissons le débit volumique traversant la section A,
Q=[C-idA>0 (1.10)
Ay
Alors d'aprés (1.9) nous obtenons la condition de conservation du débit au travers des 2 sections
fluides
[C-idA=-[CidA=Q>0 (1.11)
Ay A
Remarque :
On notera que le débit est une grandeur extensive.
19.02.2007 EPFL/STI

Laboratoire de machines hydrauliques /Avf/

Page 5/64



Cours Pertes énergétiques Section de Génie mécanique
1.2 Conservation du débit au nceud d'une tri-jonction
Nous allons appliquer cette fois la condition d'incompressibilité locale (1.4) a un volume V
defini par la surface fermée oV = A WA, UA, UX ou X désigne la surface de la paroi des
conduites qui est considérée comme une surface matérielle.
[v-Cdv =0 (1.12)
\
De maniere similaire au paragraphe précédent nous obtenons
jé AdA+ j C fidA+ jé ~ﬁdA+jc3 AdA=0 (1.13)
A z
Mais la surface X étant une surface matérielle, nous avons la condition
C-HX =0 sur X (1.14)
D'ou le bilan des débits
j dA+_[C ndA+jc fAdA=0 (1.15)
*Ql Q, Q;
Soit encore, en supposant par exemple gque I’écoulement s’effectue de la section 1 vers les
sections 2 et 3,
Q=Q,+Q; (1.16)
1.3  Vitesse débitante
Nous définissons la vitesse débitante C selon la formule suivante:
1 5.
C,=-—[CfidA (1.17)
A
La loi de conservation du débit prend alors une expression élémentaire
C,A=C,A =Q (1.18)
Soit encore
AR (1.19)
AT A
>\
=
s
S
>
=
>/
Figure 2 - Profil de vitesse dans un divergent
19.02.2007 EPFL/STI
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A une restriction de la section de passage correspond une augmentation de la vitesse débitante.
Dans le cas d’une convergence le profil de vitesse moyenne est proche de la valeur de la vitesse
débitante dans la section considérée.

Par contre, un élargissement de la section de passage peut provoquer un décollement des lignes
de courant et il en résulte une distribution des vitesses moyennes qui s’écarte notablement de la
valeur de la vitesse débitante, Figure 2.
1.4  Cas d’une conduite de section circulaire
Dans le cas particulier d’une conduite cylindrique de section circulaire de diamétre D, la surface
de la section fluide est donnée par:
7D?
A= (1.20)
4
Par conséquent, les vitesses débitantes varient en raison inverse du carré du diametre de la
section de passage.
D2
C = —§_C2 (1.22)
Dl
2 ENERGIE MASSIQUE
2.1 Définition
Le bilan d’énergie mécanique appliqué au cas du mouvement moyen permanent d’un
écoulement turbulent incompressible dans un circuit hydraulique permet d’introduire la notion
d’énergie hydraulique massique moyenne d’une section.
En effet, ce bilan effectué sur un trongon du circuit limité par les sections 1 et 2 s’écrit avec la
convention de compter positivement un apport au volume considéré.
p C?) ~ . p C?) ~ p C?) = .
j —+09Z+— pC-ndA:j —+0Z+— pC-ndA+'[ —+9Z+— | pC-ndA
am\ P 2 AP 2 m\P 2
=gH, (-pQ) +gH, PQ
(1.22)
On définit ainsi I’énergie massique moyenne de la section 1 et, respectivement, celle de la
section 2
1 C*) < .
gH, = — (£+ 9z +—jC~ndA
_Q A P 2
, (1.23)
1 Clz -
gH, == j(£+ gz +—jC~ndA
Qailp 2
Ces termes représentent I’énergie mécanique massique moyenne dans la section considérée
pondéré par la composante débitante de la vitesse.
19.02.2007 EPFL/STI
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2.2  Energie cinétique massique d'une particule dans son mouvement
moyen
Equations de Navier Stokes moyennées suivant la méthode de Reynolds
Composantes moyennes et fluctuantes
La caractéristique principale des écoulements turbulents provient de leur nature aléatoire. Ainsi,
I’évolution des signaux temporels de vitesse, de pression que I'on peut enregistrer ne peut étre
prévue exactement. C'est pourquoi, il apparait intéressant de décomposer une variable, notée f
en termes de valeur moyenne f et de grandeur fluctuante f . Voici les notations que nous
allons introduire :
C=C+cC (1.24)
p=p+p
Avec la définition de I'opérateur de moyenne
c=ce C_ ° (1.25)
p=petp'=0
Equation de continuité
La condition d’incompressibilité s’applique au champ d’écoulement instantané C , soit:
vV-C=0. (1.26)
En introduisant la décomposition de Reynolds de_la vitesse instantanée C de I’écoulement en
champ moyen C et en grandeurs fluctuantes ¢ : C = C +¢', I'équation de continuité devient du
fait des propriétés de linéarité de I’opérateur de divergence
VC:V(5+C’):VC+VC’:0 (1.27)
Soit encore en appliquant I'opérateur de moyenne a I'équation instantanée de continuité on
obtient, compte tenu des propriétés de linéarité de ce dernier opérateur :
(V-€)=V-C+V-c=V.C+V-§=0 (1.28)
EO
Or par définition la moyenne d'une composante fluctuante est nulle, par conséquent il en résulte
que le champ moyen de vitesse vérifie I'équation de continuité:
V-C=0 (1.29)
Il en résulte que les fluctuations de vitesse la vérifient aussi. En effet, en revenant a I'expression
de I'équation instantanée, nous pouvons écrire :
V.C+V-t'=0
=0
soit le résultat
V-T'=0
Equation de Reynolds
Les équations de Navier Stokes pour I’écoulement instantané s’écrivent:
19.02.2007 EPFL/STI
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o
Q‘Ou

--9(P4g2)+ (28| (1.30)
P
Avec .

= 1| /= = _ =\t

D=E[(V®C)+(V®C” (1.31)

qui représente le tenseur des taux de déformation de I’écoulement défini par la partie symeétrique
du tenseur gradient de vitesse V&®C..

La décomposition de I'écoulement en grandeurs moyennes stationnaires C, p et en grandeurs
purement fluctuantes C', p’ permet d'établir a I’aide de I’équation de Navier-Stokes une
équation de conservation moyenne de la quantité de mouvement appelée équation de Reynolds
qui s’écrit dans le cas d’un écoulement incompressible placé dans un champ de pesanteur
d’accélération g 1;

BC S R4gz)+v.| 2D+ (1.32)
Dt p p

Le terme ?t est appelé le "tenseur de contraintes turbulentes”. Ce terme apparait du fait de la non
linéarité des équations de Navier Stokes (Tennekes and Lumley 1972):

D_C_§+(é.§)5

Dt ot
%f:%é+(é+6')ﬁ(é+é) (133)
:%+(6-6)6 +(c-v)e
:V(é'@é')
Il est définit par
z:—(c' ®6') (1.34)

P

Par construction, ce tenseur est symétrique et ne dépend que des 6 corrélations doubles des
composantes de la vitesse fluctuante.

Ty = —p?C} (1.35)

Tenseur des contraintes totales

Pour simplifier I'écriture de I'équation (1.32) nous introduisons P le tenseur des contraintes
totales agissant sur le fluide, il est définit selon

1 Il est fréquent que I’équation de Reynolds soit écrite sans tenir compte de la gravité terrestre
notamment dans les codes de calculs. Dans le cas ou malgré tout on souhaite en tenir compte il
suffit de considérer la variable de pression p/, comme représentant la somme p/p+gz de
I’énergie massique de pression du fluide et de I’énergie potentielle massique du fluide.

19.02.2007 EPFL/STI
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5:(—£+ gZ)I:+2vI3+£. (1.36)
P P

Ainsi (1.32) devient

bC_5.p (1.37)
Dt
Equation de conservation d’énergie cinétique locale

En multipliant I’équation vectorielle (1.37) par le vecteur vitesse moyenne C nous obtenons
une équation scalaire qui s’interpréte comme la variation d’énergie cinétique massique moyenne
d’une particule fluide que I’on suit dans son mouvement moyen.

En effet le produit scalaire donne:

- DC |- P
C.=—=-C.|lv.— W -kg* 1.38
- p [W-kg | (1.38)

Soit encore en reconnaissant la dérivée d’un produit, nous vérifions bien I’interprétation donnée
précédemment a cette équation.

DIl ¢glv.E (1.39)
Dt| 2 o

Nous pouvons encore faire apparaitre la divergence d’un produit scalaire dans le terme de
droite. En introduisant les composantes dans la base des {éi =1 n} I’équation (1.39) s’écrit:
oCiR _ é,CI C al:)IJ

i ij

- 3 - Pij +C, — (1.40)
oxX;, X, oX,
soit encore
JoP.  JC.P. :
Ci i i 0’)C| Pij (1_41)
oxX; oIJX; X,
d’ou nous tirons I’expression suivante en notations symboliques
C-(V-P)=v-(C-P)-(VeC):P (142)

En substituant cette expression dans celle de I’évolution de I’énergie cinétique massique
moyenne, nous obtenons une équation locale de conservation de I’énergie cinétique massique
moyenne d’une particule dans son mouvement moyen.

%(Q}v 6P| (wec)

. > (1.43)

| ol

Dissipation interne de puissance et flux net des efforts extérieurs

Le tenseur des contraintes moyennes totales P étant symétrique, il est identiquement égal a son
transposé

= =T
P=P (1.44)

19.02.2007 EPFL/STI Page 10/64
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De méme le transposé d'un produit scalaire est égal au produit des transposés:

_ oy = _ . =\T
(V®cyP=QV®cyP)
T =T
:(V®C) P (1.45)
~ \T =
=(veC) :P
Donc en effectuant la demi-somme, il vient (Germain and Muller 1995):

(?@C):F:(?@)C):E:(?@C)T P

1M e v = o T =1 1Tre  on o 7] = (1.46)
=E[(V®C).P+(V®C) .P}:E[(V®c)+(V®c) ]P
Soit encore en reconnaissant I’expression du tenseur des taux de déformation
o o) (toc) |.5.5.5
E[(V®c)+(V®c) ]P—D.P (1.47)

ol

Par conséquent I’éguation locale de conservation de I’énergie cinétique prend la forme suivante:

D ( C? - | = F =_F 1
ﬁ[?j _v'[C;J[D';] [W-kg] (1.48)
N

Variation dénergie cinétique massique Contribution externe Contribution interne

dans laquelle, on identifie deux contributions a la variation d'énergie cinétique massique d'une
particule sans son mouvement moyen:

_ (<P
\Y% '[C ~—] . le flux net de puissance massique des efforts extérieurs ;
Yo

=P . . e
—D :—: ladissipation massique de la puissance des efforts intérieurs.
Yo
Nous allons alors évaluer en détail ces 2 contributions en développant I’expression du tenseur
des contraintes totales moyennes dans (1.48), I’équation de conservation de I’énergie cinétique

massique d’une particule. Il vient ainsi

Y _ _ = B _ _ — _
R(C—sz —(£+gzj | +2vD+20.C |- —[£+gzj | +2vD+20l:D
Dt{ 2 p p p p

(1.49)

Contribution des termes d'énergie potentielle massique au flux de puissance massique
(efforts extérieurs)

Pour le terme de divergence qui représente la contribution des efforts extérieurs, lI'expression
tensorielle de I'énergie massique potentielle se réduit a:

vH{%gij}.é}_vH%gz)T.é}_v(%ngé (150

19.02.2007 EPFL/STI Page 11/64
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Contribution des termes d'énergie potentielle massique a la dissipation massique (efforts
intérieurs)

Tandis que la contribution a la puissance massique des efforts intérieurs se développe selon

eere(ers
:(£+gzj (v@) _0 (1.51)

pour un fIU|de
incompressible

en effet en introduisant les composantes du tenseur E dans la base des {éi =1, n} il vient :

(£+ngB:T=(£+ngD§
p p
_[ P, _|P oG,
_(p 9Z jD _(erngﬁX (1.52)
(p+ng(v )
Yo,

Ce terme est toujours nul pour un fluide incompressible. Nous Vvérifions ainsi un résultat
important; la contribution de la pression et du champ de gravité a la dissipation de puissance
moyenne des efforts intérieurs est nulle dans le cas d'un fluide incompressible.

Finalement (1.50), I’équation locale de conservation de I’énergie cinétique massique du
mouvement moyen s’écrit :

2 ~2 ~2
DI o[, v S ¢
Dt 2 ) at| 2 2

=_v.[{£+gz} }v 2547l ¢| 2D D Lr:D
P P P

(1.53)

Ce qui permet de faire apparaitre le flux par unité de temps d’énergie massique locale d’une
particule fluide dans son mouvement moyen

<2 <2 = | _ —- — - —
Q%N. {£+92+%}C =V.|{2vD+21.C|-2vD:D- irt:D

ot P P g P
@: dissipation < —
Energie hydraulique VISQUeUse  17: production de
massique locale turbulence

[W-kg']  (1.54)

Ainsi le flux net d’énergie hydraulique massique locale du mouvement moyen est a la fois
affecté par la diffusion moléculaire et turbulente, flux net des contraintes visgqueuses et
turbulentes, et par des termes de dissipation interne de puissance massique de nature visqueuse
et turbulente. Nous sommes ainsi amenés a définir @ la dissipation visqueuse par unité de
masse et I1 la production de turbulente par unité de masse qui est une puissance massique
transférée du mouvement moyen au mouvement fluctuant.

19.02.2007 EPFL/STI Page 12/64
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®=2vD:D etl==7:D [W-kg']  (155)

Q|-

2.3 Dissipation de puissance du mouvement moyen
Dissipation de puissance massique par la viscosité

La dissipation massique de puissance est liée d’une part & la dissipation moléculaire de la
guantité de mouvement par la viscosité visqueuse et d’autre part a la turbulence.

Le terme lié aux contraintes visqueuses s'écrit en fonction du tenseur D des taux de
déformation

= = =2
~2vD:D=-2vD_ [W-kg*]  (1.56)
>0

Ce terme fait intervenir le carré scalaire du tenseur des taux de déformation moyenne, il est
donc toujours positif, il correspond a une perte de puissance irréversible; il s'agit de la
dissipation moyenne de I'énergie cinétique par la viscosité.

Pour représenter cette perte il est d'usage d'introduire la fonction de dissipation de Rayleigh ®
qui représente la puissance dissipée par la viscosité par unité de masse de matiére.

®=2D [W-kg | (157)

En coordonnées cartésiennes la fonction de dissipation @ a pour expression:

O=2v {8C1 T +{8C2 T +[OCS T +l[£+ aCSJZ +£[8C2 + oG, T +£[6C3 + oC, T

oX,| |oX,] |oX,) 2lax, ox,) 2lax, ox,) 2

[W-kg'] (158)

Dissipation de puissance massique par la turbulence - Production de turbulence

La contribution d'origine turbulente a la variation d'énergie hydraulique massique s'écrit sous la
forme du produit du tenseur des taux de déformations moyennes par le tenseur des contraintes
turbulentes de Reynolds.

Ce produit a pour expression sous forme développée

= = 1 - ﬂCI 1
= ..__(_ )a—xj [W-kg | (1.59)

Il représente un transfert d'énergie entre le mouvement moyen et le mouvement fluctuant. La

densité massique de puissance correspondante & recu la dénomination de production de
turbulence.

—_clc L= [w -kg‘l] (1.60)

D'une maniere générale, ce terme de transfert est positif (couches limites, jets, sillages,
écoulements en conduites) ce qui correspond dans I'équation de conservation de I'énergie
hydraulique massique a une diminution de celle-ci au profit de I'énergie cinétique de la
turbulence. C'est pourquoi il a recu le nom de terme de production de la turbulence il est noté
IT.
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Toutefois, dans des écoulements complexes, interaction de deux jets turbulents par exemple, ce
terme peut étre négatif, on observe alors une "production négative" de turbulence.

Ainsi avec ces notations et dans le cas d’un écoulement moyen stationnaire, la conservation de
I’énergie massique locale d’une particule fluide dans son mouvement moyen prend la forme :

=9 _ = ~
v{Lgu%}c:v {2vD+£}-C —D-TI (W-kg™] (161)
p p

Energie hydraulique
massique locale

2.4 Bilan de puissance de I’écoulement moyen
Bilan dans le cas général

Nous avons obtenu I'équation locale de conservation de I'énergie hydraulique massique du
mouvement moyen

<2 <2 - | .
21,5, B+gZ+C— Cl=V||2vD+Z|.C|-0-T1
ot\ 2 Yo, 2 yo,
[W-kg' | (1.62)

L’intégrale de cette équation étendue a volume de contréle V s’écrit

2 2 -
oc dV+J'V H—+gZ+C—}C]pdV jv {wm-} .C | pdv

Yo, 2

ot 2 Yo,

\Y

—I@ pdV —IH pdV
\ \

[W] (163

Dans le cas d'une frontiere suffisamment réguliere de ce volume de contr6le, I’application du
théoréme de la divergence pour transformer les intégrales de volume en intégrale de surface
permet de faire apparaitre la variation du flux d’énergie massique hydraulique au travers de la
frontiére 0V du volume de contréle V :

oc? ¢ z
pdV + | | —+09Z+— | pC-NdA= 2vD+— |- pC |-AdA
5 > J.[p g 2}0 J. {v p} P
—j@ pdV —IH pdV
\% \%

W] (164

2.5 Bilan d'énergie massique dans le cas particuliers d'une conduite

Dans le cas pratique de l'application de I'équation de (1.64) a I'écoulement turbulent dans un
troncon de conduite défini par les sections fluides A et A, et la paroi intérieure X nous avons
un certain nombre de simplifications qui peuvent étre faites.

Tout d'abord la paroi interne de la conduite X~ définit une surface matérielle, donc il n'y a aucun
flux de matiére a travers celle-ci

C-A, =0 (1.65)
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Donc l'intégrale surfacique du terme d'énergie hydraulique massique de I'équation (1.64) se
réduit & l'intégration sur les seules sections fluides A et A,

C*| = C’| =
L gZ +— | pC-fAdA = J. L 9Z+—|pC-AdA+0 [W] (1.66)
- P 2 o, 2
N=AUAUX AUA
Par ailleurs dans le cas des écoulements turbulents de fluides visqueux la condition de non
glissement sur une paroi solide impose
C=0surx (1.67)
Nous en concluons donc que l'intégrale surfacique des termes de contraintes visqueuse et
turbulente de I'équation (1.64) se réduit a I'intégration sur les seules sections fluides A et A, .
Les contraintes visqueuses et turbulentes & la paroi solide ne participent pas a la variation de
puissance hydrauliques dans la conduite
= ;t = | & = ;I = | &
2vD+—|-pC |-idA= [ ||2vD+—|-pC |-fidA+0
N=AUA,UZ P AVA P
W] (168
Dans le cadre de ces deux hypotheses, I'équation (1.64) devient ainsi :
C’) =~ o C?
[ (£+ 9z +—j pC-fidA=—[ 2= pdv
Al P 2 yot 2
= 7 o
+ j 2vD +— | pC -fidA (1.69)
AUA, P
—ICD pdV —IH pdV
\Y \Y
La variation de puissance mécanique entre les deux sections est égale au terme instationnaire
prét a la différence entre la puissance des efforts extérieurs visqueux et turbulents, qui
s’appliquent sur ces deux sections, et celle des efforts intérieurs dissipée par la viscosité et la
turbulence au sein de I’écoulement.
Cas d’une turbulence homogene
Si la turbulence de I'écoulement est totalement développée, de sorte que I’écoulement du fluide
soit homogene entre les sections fluides A et A,, les distributions de vitesse moyenne et
fluctuante sont invariantes par translation suivant I'axe de la conduite et donc en particulier entre
les sections fluides A et A, .
= ]
j 2vD+— |- pC |-idA=0 (1.70)
AlA, P
Il vient alors simplement dans cas d'un écoulement stationnaire
p C’) =
j Lrgz+— pC-ﬁdA:—j(cD +11) pdV (1.71)
Am\ P 2 v
En définissant la puissance hydraulique moyenne dans chaque section :
19.02.2007 EPFL/STI

Laboratoire de machines hydrauliques /Avf/

Page 15/64



Cours Pertes énergétiques Section de Génie mécanique
~2
R, =—[| 2+gz+S | €A
AP 2
= (1.72)
p C*) < .
R.=[|=+9Z+= | pC-MidA
m\ P 2
On obtient :
R, =R, +[(®+T)pdv [W]  (1.73)
\
La puissance hydraulique moyenne de I’écoulement sur la section fluide A est égale a la
puissance hydraulique moyenne de I’écoulement sur la section fluide A, augmentée de la
puissance dissipée a I’intérieur de V par la viscosité et la turbulence.
Or en vertu de la condition de conservation du débit (1.11), nous pouvons diviser chacun des
termes de (1.73) par le débit massique pQ
P R,
h_ +j (®+11)-L-dv [I-kg™]  (174)
PR PQ, pQ
Or nous reconnaissons la définition (1.23) de I'énergie hydraulique massique d'une section ce
qui nous permet d'écrire le bilan énergétique suivant
gH, =gH,+gH, ., (1.75)
Avec l'expression de la perte énergétique du trongon de conduite
-
= j[sz +D: —]dv
(1.76)
= [(@+1m)L-av
v PQ
Ainsi la perte énergétique d'un écoulement turbulent homogéne dans une conduite est donnée
par la dissipation visqueuse et la production de turbulence.
3 PERTES ENERGETIQUE DANS UNE CONDUITE
3.1 Définition
Nous considérons la perte énergétique massique entre les deux sections fluides A et A, qui
limitent un troncon de conduite cylindrique de longueur L et de diamétre D, voir Figure 3.
19.02.2007 EPFL/STI
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Z
4,
& Z2 |
1|
Capteur
] différentiel
anptf
]
Figure 3 - Troncon de conduite cylindrique de longueur L et de diamétre D .
Cette perte est simplement donnée par
gH,.,=9H,—gH,
1 c2\. 1.77
== [£+gZ+—JC~ndA (3.77)
Q 4lnlp 2

Du fait de I’homogénéité du champ de vitesse, I’énergie massique moyenne de la section
demeure constante. Nous devons avoir

C’ -
—C-ndA=0 (1.78)
AUA 2
Par ailleurs si les lignes de courant sont rectilignes I'équation d'équilibre radial impose une
répartition hydrostatique de pression sur une section droite, Figure 4

L gZ =Cste sur A etsur A,
P
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Figure 4 - Répartition de pression hydrostatique sur une section droite
Nous pouvons alors écrire :
p C -ridA C -fdA
gH,., = ( L+9Z, jf - —2 j (1.79)
P A Q Ay

soit encore

gH,.., ( Py gz, j ( P2 1 gz, j (1.80)

P P

La perte énergétique d’un écoulement homogéne dans une conduite cylindrique est simplement
donnée par la variation de pression statique. Ainsi une mesure différentielle de pression entre
des prises situées en parois sur la périphérie de chacune des sections fournit la valeur de la perte
d’énergie massique sur le troncon de conduite.
3.2 Mesure des pertes énergetiques sur un trongon de conduite
Nous disposons un capteur de pression différentiel a une altitude an . de telle maniere que
chacune de ses entrées soit connectée par une ligne de pression a une prise de pression en paroi,
voir Figure 3.
Le capteur délivre un signal caractéristique de la différence de pression 5pcapt qu'il détecte a
ses bornes d' entrée.
Soit

§pcapt = plcapt - p2capt [Pa] (181)
Appliquons alors I'équation de I'nydrostatique a chacune des lignes de pression, il vient :

Picapt T pgzlcapt P, +p9Z, [Pa] (1.82)
d' ol nous tirons

plcapt = pl + pgzl - pgzlcapt [Pa] (183)
et de méme nous avons

pZCapt p2 + pgz ngZCapt [Pa] (184)

Par conséquent le capteur de pression différentiel mesure la différence donnée par :
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5pcapt = ( pl + pgzl) _( pZ + pgzz ) _(pgzlcapt _ngZCapt) [Pa] (185)
et finalement si les deux entrées du capteur différentiel sont au méme niveau Z,, il vient:
o
hz(&_kgzlj_(&_}_gzzj 1
p o \p p [J-kg? ]  (186)
= ng - gHz
3.3 Expression de la perte énergétique
Le bilan de quantité de mouvement appliqué au méme trongon permet de déterminer cette
variation. Nous considérons I’écoulement stationnaire, alors nous obtenons I'équation
vectorielle :
j C C-fidA= j—(£+ ngﬁdAJr j (3+ 2v5]ﬁdA (1.87)
AUA, v P v\P
L’écoulement est supposé homogeéne, alors :
[ cC.nda=0 (1.88)
AR,
La composante axiale de I'équation (1.87) est obtenue en projetant ses termes suivant f,
P [P oy
+9Z | A, +09Z | A,+—x2=0 (1.89)
P 1 P 2 P
Avec 7, la contrainte pariétale, qui est constante. En remplacant les surfaces par leurs
expressions :
2
A= o v- DL
Nous obtenons
P p
gHrl+2 = (_1"' gzlj—(—2+ gzzj
P P (1.90)
4L
=—-7
D
La perte énergétique massique d’un écoulement homogéne dans un troncon d’une conduite
cylindrique est proportionnelle a la longueur L de la conduite rapportée a son diamétre D et a
la contrainte de frottement de la paroi sur le fluide.
4L
gH,., = o % (1.91)
En introduisant C, le coefficient de frottement local de la paroi,(Ryhming 2004)
C2 QZ
AT YY (%
Il vient alors
L Q?
H.,.,=8 —- 1.93
g ri+2 f D 2A2 ( )
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Il est d’usage de définir alors le coefficient local de perte énergétique massique A par
gH ., =A—— (1.94)

On a alors la relation entre le coefficient local de perte énergétique massique A et le coefficient
local de frottement C; :
A =8¢, (1.95)

Cette relation permet donc de déterminer A a partir de I’expression du frottement a la paroi en
effetona

TP
C2

A=8c, =8 (1.96)
Si nous connaissons I’expression du frottement a la paroi en fonction de la vitesse débitante il
est dés lors possible de calculer le coefficient de perte énergétique.

Dans le cas laminaire, par exemple, nous avons d’une part un écoulement homogeéne ce qui fait
que la relation précédente s’applique et que d’autre part en fonction de la distribution
parabolique des vitesses nous pouvons calculer I’expression de 7, en fonction de la vitesse
débitante

c_R%
4y
p (1.97)
T Ao 8 o 8
p R 2RC Re
En introduisant le nombre de Reynolds de I’écoulement dans la conduite,
Re = cb (1.98)
v
la valeur de A s'exprime dans le d’un écoulement dans le cas laminaire
4
454 (1.99)
Re

3.4 Deétermination expérimentale du coefficient local de perte énergéetique

On vient donc de voir que dans le cas d’un écoulement homogéne dans une conduite cylindrique
de diamétre constant, les pertes énergétiques entre deux sections séparées par une longueur L,
prennent la forme suivante :

C2
H.. :/12— 1.100
g ri+2 D 2 ( )
avec
- A coefficient local de perte de d'énergie massique (perte de charge) ;
- D diamétre de la conduite ;
L., = del la longueur du troncon de la conduite.

En toute généralité, il est possible de démontrer a I’aide de I’analyse dimensionnelle que le
coefficient local de perte énergétique est une fonction de la forme

A= f(Re,Mak’k"..)
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avec
- Re nombre de Reynolds ;
- Ma nombre de Mach (effets de compressibilité) ;
- kLk",.... facteurs de forme

Cependant pour le type d’écoulements incompressibles considérés, le nombre de Mach
n'intervient pas. Le coefficient 4 dépend alors des facteurs de forme k', k",.... qui définissent
par leur rapport au diametre de la conduite D les dimensions des irrégularités de la surface
intérieure du tube. On définit a cet effet la rugosité absoluek , qui représente I'ensemble des
caractéristiques géométriques des irrégularités de surface.

Finalement, pour le cas particulier d'une conduite de section constante, le coefficient de perte de
charge est une fonction de la forme:

k
A= f(Re,—
(Re, )
1.E-01
| k,
A/ D
L 1.E-02
1.E-03
1.E-04
1.E-02
1.E-05
Pra}lctl : 1.E-06
64 |
Ee i=2-Iog[Re-\/z -0.8
\/j i
Reynolds
1.E-03 -
1.E+03 1.E+04 1.E+05 1.E+06 1.E+07 1.E+08

Figure 5 - Diagramme de perte de charge local dans une conduite cylindrique

Des expériences systématiques ont ainsi permis d'établir les courbes de la Figure 5 qui
fournissent la valeur du coefficient de perte de charge local en fonction du nombre de Reynolds
Re. D'aprés le diagramme de cette figure on voit que non seulement les coefficients de
frottement sont fortement augmentés par la turbulence, mais que les parametres dont ils
dépendent ne sont plus les mémes suivant que I'écoulement soit turbulent ou non.

Plus précisement sur le diagramme de la Figure 5 nous distinguons successivement 3 zones et
les transitions correspondantes entre celles-ci
- La zone d’écoulement laminaire (Ecoulement de Poiseuille ) qui correspond a une
sous-couche visqueuse qui remplit toute la section, et I'on peut déduire la relation
suivante (Hagen-Poiseuille)

64

A=—

Re

- La zone d’écoulement turbulent hydrauliqguement lisse indépendant de la rugosité.
Les effets de rugosité sont dans ce cas confinés dans la sous-couche laminaire, et

n'influencent pas le coefficient local de perte énergétique. dont le coefficient est
donné par la formule implicite de Prandtl

(1.101)
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1
—=2-log| Rev/4 |- 08 (1.102)
7 =2 oo Re 2]
ce qui correspond a une valeur de la constante de Karman x = 0.407

ou par la Formule de Blasius correspondant & un profil de vitesse approché par une loi de

puissance d'exposant 7.

40364 (1.103)

0.25
- Lazone ou le coefficient de frottement est pratiquement indépendant du nombre de

Reynolds et est influencé uniquement par la rugosité réduite. Le régime
d’écoulement est appelé turbulent rugueux. Dans cette zone la rugosité ne permet
pas d’établir une sous-couche laminaire. En effet I’établissement de la sous-couche

visqueuse dépend de la condition:

e =KC K% g (1.104)
v v\p

Il faut noter que pour les 3 zones, la formule analytique de Churchill offre une trés bonne
approximation de A pourvu que nous connaissions précisément la rugosité moyenne de la
conduite considérée

12
A=8 (ij +% (1.105)
Re/ (A+B):
16
, 16

avec A=|2.457-In 3 1 etB =[37 530}

7Y\ k Re

j +0.27- =

Re D

Extension aux sections non cylindrigques et écoulements a surface libre

Il est possible d'étendre ces résultats en employant le diametre hydraulique D, en lieu et place
du diametre D. Il est défini comme le rapport de I’aire de la section au périmetre mouillé, voir

Figure 6.

Aire de la section
Périmeétre mouillé

D \
7" o by

D, =4

ikg—
N
Q0
o ©

Figure 6 - Canal a surface libre

Le nombre de Reynolds et le facteur de rugosité relative employés afin de déterminer le
coefficient de perte de charge deviennent alors:
C-D
= btk
! v D,

Re,

19.02.2007 EPFL/STI Page 22/64

Laboratoire de machines hydrauliques /Avf/



Cours

On vérifie que pour le cercle:

7+ D?
Dy =Cod 125

Pertes énergétiques

=D = Coef =4

Section de Génie mécanique

3.5 Rugosité des conduites industrielles

Le type de rugosité qui a servi a déterminer expérimentalement les valeurs de pertes
énergétiques correspondent a des rugosités artificielles utilisant des sables de granulométrie
définie. En pratique ce type de rugosité est assez différent de la rugosité des conduites
industrielles, la correspondance entre I’état de surface des ces derniéres et la rugosité
équivalente correspondant a la rugosité utilisée précédemment est donnée dans le Tableau 1.

Tableau 1 — Rugosité équivalente de quelques conduites industrielles (Comolet 1994)

Type de la conduite

Etat de surface

Rugosité équivalente

K

Tube étiré en verre, matiére
plastique, cuivre, laiton, inox

Tuyau industriel en PVC

Tuyau industriel peint

Tuyau industriel en laiton

Tuyau laminé en acier

Tuyau en acier soudé

Tuyau en fonte moulée

Tuyau en ciment centrifugé

Tuyau en ciment non centrifugé

Tuyau en acier rivé

Galerie

Neuf

Rouillé

Incrusté

Neuf

Rouillé

Neuf

Rouillé

Lisse

Lisse

Brut

<10®°m

pe 10-10° m 2 20-10° m
20-10°m
25-10° m
50-10° m
de 150-10° m a 250-10° m
de 1.5-10° m 2 3-10° m
de 30-10° m 2 100-10° m
400-10° m
250-10° m
de 1.10°m 215-10° m
300-10° m
de 300-10° m 2 800-10° m
jusquia 3-107° m
de 900-10°m 4 9-10° m
de 90-10° m 2 600-10° m

Définition de la rugosité

La notion de rugosité en moyenne arithmétique R, est intéressante d'un point de vue pratique
pour la définition d'un usinage. (Grein, ). Cette rugosité est définie sur une piéce de longueur L

par
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1, _

R, =Ej0 ly-yldL (1.106)
ou Yy est la hauteur de la surface et Y celle du profil moyen. Un facteur d'équivalence, fondé
sur des mesures pour des régimes turbulents lisses, peut étre défini entre la rugosité au sable et
la rugosité en moyenne arithmétique selon

R, = 0.43k (1.107)
La notion de rugosité technique k est également utile. Cette derniére est égale a la rugosité
maximale R mesurée entre la dépression la plus profonde et I'aspérité la plus élevée. Le
facteur d'équivalence entre R, et R, estde l'ordre de 6.

On retiendra donc la relation
k=R, ~6Ra (1.108)
Le coefficient a de la formulation de Churchill s'écrit, en fonction de la rugosité R,,
16
1
a=|2.457In 9 (1.109)
7y N 0.63Ra
Re D,
Rugosité correspondant a un écoulement turbulent lisse
On a établi que I’établissement de la sous-couche visqueuse dépend de la condition:
k, [T, T A
kt avec k== [-Let [-Z = = \/:
<5 o\ ) NEe 80
Soit encore en fonction du coefficient local de perte énergétique :
ke [A
PR ﬁ
v 8 ¢
Ou en introduisant le nombre de Reynolds de la conduite
Ak, CD \/X k,
+ - (227 |2
b= \/; D v A\spress
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1.E-03

1.E04

1.E-05

1.E-06
1.E+05 1.E+06 1.E+07 1.E+08

Figure 7 - Rugosité relative maximum pour obtenir un régime d’écoulement turbulent
lisse.

On obtient ainsi la condition d’établissement d’une sous couche laminaire, voir Figure 29

k 21

Si on considére une vitesse débitante donnée C, alors on obtient directement la valeur de la
rugosité maximum correspondante a un régime d’écoulement turbulent lisse, voir Figure 8.

2 v
Ry < 10\&0—17

30
il
9m/s
20 10 m/s
11 m/s
10
0
0.01 0.10 1.00 m 10.00
Figure 8 — Rugosité maximum £k, correspondant a un écoulement turbulent lisse
dans une conduite de diametre D pour 3 différentes vitesses débitantes
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3.6  Calcul du diametre économique d'une conduite (a revoir)
La perte énergétique dans une conduite de longueur L et de diamétre D vaut:
L C* 8.4-L-Q?
gHr = —— =
D 2 zc-D
Nous voyons dans cette expression I’importance du choix du diametre de la conduite qui pour
un debit donné influence la perte énergétique avec un exposant 5.

(1.110)

La puissance correspondante dissipée dans la conduite est alors :

8.p.g.|_.Q3
7Z'2'D5

A titre d’exemple, on considére les données d’une conduite forcée avec les données suivantes :
- undiametre D=3m ;
- une longueur L=5'400m ;
- undébit Q=78m’/s ;
- unechute H=915m

P=p-Q-gH, = (1.111)

Ces données correspondent a une vitesse débitante de 11m/s et une valeur du nombre de
Reynolds Re =33.1-10° et un coefficient de pertes énergétiques A =1-10"si I’on suppose
que I’état de la conduite permet I’établissement d’un régime d’écoulement turbulent lisse.

D’ou la puissance dissipée dans la conduite forcée qui est de
P, =854 MW

Soit encore12% de la puissance hydraulique.

Le manque a gagner dépend du prix Adu kWh et de la production de la centrale correspondant
a une période T de production a la puissance considérée. Ainsi on a la formule suivante pour ce
mangue a gagner
8-p-A-L- Q?

7[2 3 D5
qui correspond a un montant de 30 MFr. sur une année, en supposant une disponibilité de
production de 80% sur une année et un prix moyen de 0.05 Fr./kWh.

AxT xP. = AxT x

Si I’on réalise le méme calcul pour un diamétre augmenté a 3.20 m pour réduire la vitesse
débitante 8 10 m/s on obtient alors un nombre de Reynolds Re =31.0-10°.

Dans ce cas le coefficient de pertes énergétiques est pratiquement inchangé A =1-10"et la
puissance dissipée dans la conduite forcée est ramenée a

P, =61.3MW

Soit plus que 8.6 % de la puissance hydraulique et un manque a gagner qui n’est plus que de
21 MFr.

Cependant, le codt de la réalisation de la conduite dépend directement de la masse M de
matiére utilisée. Dans le cas d’une conduite cylindrique elle correspond a

M=p,. .%j[(mze)z —Dz}dL
L

zD? ¢| 4% _2e
P | o L T
paCIer 4 _[|: D2 D:|
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L’épaisseur est définie en fonction de la contrainte admissible o, dans la conduite
opxD=o,,x2e
soit encore en supposant une répartition linéaire de la pression

2e_op pEL

D o o, L

adm adm

Donc en substituant cette expression il vient

2 z 5
wop POl PEY 2 pE ]y
4 J1\o L o, L

adm adm

B 1 pE 2+ pE |zDL
o 3 O-adm Gadm 4

Le codt d’installation de la conduite se raméne a des frais financiers qui, pour s’établissent a :

1( pE J2+ pE | zD2L

NxBxM =nxBxp,_,, 3 n
O adm o

adm

Ou B représente le prix de I’acier par unité de masse et n le taux annuel couvrant les intéréts et
I’amortissement du co(t d’installation de la conduite

On voit que ces frais financiers sont proportionnels @ D" ot n inférieur & 32 est représentatif
de la technologie de fabrication de la conduite. Le co(t total de cette derniére s'exprime alors
comme la somme du manque a gagner et de I’amortissement annuel du co(t de I’installation de
cette conduite. Soit dans l'expression ci-aprés C = co(t total en fonction du diamétre de la
conduite:

C:A-D2"+B§

Le diamétre de conduite optimal s'obtient de la maniére suivante:

0=2F
oD
=2n-AD” —5-Bi6+ B%ﬁ
D D° 5D (1112
=2n-AD?" —5. Biﬁ(l—gﬁj
D 51 oD
=2n-AD*"* -5B (1—Rﬁ]
51 2D

L’influence du diametre sur la valeur du coefficient de perte énergétique local est assez faible.
Nous pouvons toutefois en tenir compte par exemple si I’on utilise la formule simplifiée de
Blasius, il vient

————— il vien
V100Re ob 4D

soit alors
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0=2n-AD*"**_-5B4 (l— L j

5x4
0=2n-AD*"*°_4.75BA

La formule approximative permettant de calculer le diamétre économique d’une conduite s'écrit
alors sous la forme.

D215+ 4.75B
2n-A

Trés souvent la valeur de ce diamétre correspond a une vitesse de I’ordre de 10 m/s pour les
conduites métalliques

(1.113)

Erreur ! Liaison incorrecte.Erreur ! Liaison incorrecte.

Figure 9 — Détermination du diamétre économique

4 PERTES ENERGETIQUES SINGULIERES

4.1 Definition : coefficient de perte énergétique singuliére

Les pertes énergétiques singuliéres dans un circuit hydraulique sont des pertes liées & un
transfert ou un mélange turbulent liées a une déviation, une obstruction ou un décollement de
I'écoulement. Ce mélange est provoqué par des cisaillements de I’écoulement qui vont générer
de la turbulence. Les tourbillons turbulent & grande échelle ainsi générés se décomposent
ensuite en tourbillons de plus petite échelle jusqu’a ce que les effets de la viscosité moléculaire
soient prépondérants.

C’est donc en présence de singularité de I’écoulement, décollement, que I’on sera confronté a
des pertes énergétiques « singuliéres » par opposition aux pertes dites réguliéres.

Le coefficient de perte énergétique singuliere est défini comme:

K, = ggzrv

2

ougH,, est la perte énergétique du composant d’indice , par exemple v. La vitesse débitante
locale C de référence pour définir I’énergie cinétique massique est en général celle
correspondant a la section d'entrée de I'organe considéré.

(1.114)

4.2 Exemple
Elargissement brusque

Les pertes singulieres se trouvent partout ou le terme de production de turbulence sera important
c’est a dire 1a ou les contraintes de cisaillement sont grandes. Un cas typique correspond a
I’élargissement brusque tel que celui représenté Figure 10. Dans ce cas la discontinuité de la
paroi provoque un décollement de I’écoulement et la turbulence résultante de ce décollement va
provoquer un mélange qui tend & homogénéiser le profil de vitesse sur une distance de I’ordre
de quelques diamétres
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On suppose que I'écoulement aux sections 1 et 2 est entierement établi et homogeéne. Dans ces
conditions, les pertes entre la section 1 et 2 sont données par la différence d'énergie hydraulique
massique entre ces deux sections:

gH,., =9gH,—gH,

2 2 1.115
:[£+gzj +C_1_[£+QZJ _C_2 ( )
P 2 \p , 2
L'équation de continuité pour un écoulement incompressible impose:
C, = iCl (1.116)
A
L'expression pour les pertes entre 1 et 2 devient:
2 C2
gH.., {&—gzlj—(&—gzz} 1—[ﬁj il (1.117)
P P A) )2

Si I’on suppose que I’on a une répartition hydrostatique a la fois sur toute la section
correspondant a I’élargissement brusque, les équations d'équilibre projetées selon la direction
principale de I'écoulement aménent:

(CiA, —Cfﬁa)=[&—921JA1+(&—921J(A2 —Ai)—(&—gZZJA2 (1.118)
p p p
o= 9 >
; ) f _’
- K Q _»
< q ;;: 'D\ —
70 7 ; _»
Y 8 Q’O; <P
N S
Z6ne de décollement

Figure 10 - Elargissement brusque

En appliquant & nouveau I'équation de continuité, on peut récrire I'expression pour les pertes
sous la forme:

2 2
gH,.., = -A S (1.119)

. A ) 2
Le coefficient de perte énergétique singuliére pour un élargissement brusque s'exprime donc

par:
2
K, = (1—ij (1.120)
A

Ce qui par exemple dans le cas de sections circulaires donne
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2 2
K, = El—D—lzj (1.121)
D2

On observe dans ce cas que le coefficient de perte énergétique ne dépend pas du nombre de
Reynolds et ne dépend que de la géométrie du composant en I’occurrence du rapport des
sections. Trés fréquemment on observe une faible influence du nombre de Reynolds du moins
pour des régimes établis. Cette relative indépendance vis a vis du nombre de Reynolds du
coefficient de pertes est caracteristique des pertes singuliéres.

Si I’élargissement devient trés grand alors dans ce cas la perte énergétique correspond a
I’énergie cinétique massique du jet

2 12 2
12 = lIM (Pﬁ] S5.G (1.122)

H
Pz = LA ) 2772

r

Bord de fuite tronqué

Le bord de fuite tronqué d’un profil provoque un cisaillement du profil des vitesses moyennes
qui va généré une forte turbulence. Le mélange qui en résulte est a I’origine d’une perte
énergétique équivalente a celle d’un élargissement brusque.

{
J

—
B
O 7O

—
.
—

e

Figure 11 — Sillage turbulent d’'un bord de fuite tronqué

Si 0A=exB représente le défaut de section du a I’épaisseur finie € du bord de fuite tronqué
du profil d’envergure B. L expression de la perte énergétique prend alors la forme :

2
C2
gH,., = 1‘%) 71
2 2
_ 1_Az—5A) G (1.123)
A, 2
2
_[oA) €
A ) 2

Ou encore en se ramenant a I’énergie cinétique massique en sortie du profil
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Section de Génie mécanique

(1.124)

De méme un décollement des lignes de courant a la paroi provoque dans son sillage un fort
mélange, voir Figure 12. Le décollement est provoqué par un gradient positif de pression et

/\\
/\\

Figure 12 - Décollement sur un profil en forte incidence

Dans le cas d’une forte courbure des lignes de courant un écoulement secondaire sous forme de

Cours
2 2 2
oA A, C,
gHi = — | | — = | =
A, A -6A) 2
oA Y
A 1S
oA |2
A
Décollement
correspond a un frottement nul en paroi.
Conduite coudée
tourbillon se crée.
19.02.2007 EPFL/STI

Laboratoire de machines hydrauliques /Avf/

Page 31/64



Cours Pertes énergétiques Section de Génie mécanique
Ox )
\ NN
\ AN \\
- - ﬁ \
NN
/ \
AR
Intérieur z
Ecoulement secondaire
|
2 g
@ =
22.5° 45° 90°
Figure 13 - Distribution de la pression dans un coude
L’équation d’équilibre radiale permet d’évaluer la variation transversale de la pression:
0 c* . .
P _ —p—+ Viscosite (1.125)
8n négligeabl
gligeable
Le gradient de pression transversal correspondant est positif et la différence de pression qui en
résulte provoque I’apparition de tourbillons qui circulent de la surpression vers la sous pression.
Si I’écoulement n’est pas redressé, I’énergie cinétique massique de cet écoulement secondaire
est perdue au détriment de I’écoulement moyen. Pour éviter ces pertes ou les minimiser on peut
insérer une grille d’ailettes ou converger dans le coude.
Raccordement d’une conduite avec un grand réservoir
Toutes les formules ci-dessous sont également valables pour les conduites et ajutages a axe
vertical partant du fond horizontal du réservoir ou y aboutissant.
s
e 1C?
777777 K, =05 OH,., =-—
2 2
Figure 14 - Départ sans saillie a I'intérieur du réservoir, avec raccordement & angles
vifs
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A% @;—i —
BN T

Kv =0.05 gHrl+2 T An A

Figure 16 — Départ sans saillie a I'intérieur du réservoir, avec raccordement de profil
arrondi

Figure 17 — Départ sans saillie & I'intérieur du réservoir, avec raccordement & angles
vifs, ajutage débitant a gueule bée.

Figure 18 - Arrivée

Cette formule est valable pour le cas de la figure, mais peut s’appliquer aussi quand la conduite

fait saillie a I’intérieur du réservoir ou que le raccordement présente un profil arrondi.

19.02.2007 EPFL/STI
Laboratoire de machines hydrauliques /Avf/



Cours Pertes énergétiques Section de Génie mécanique

Coudes

2
K, :voirci-apres; gH,,., =K E}

\ v

Figure 19 - Coude arrondi

K, est donné par le Tableau 2, en fonction de
- R rayon de courbure du coude en métres;
- D diametre intérieur du tuyau en metres;
- @ déviation en degrés.

D’aprés la formule de Weisbach, on a:

35
K, = O.131+1.847(ij o
2r 90

Tableau 2 - Coefficient de perte énergétique dans le cas d’'un coude

V 1 1.5 2 2.5
D

11°25 0.037 0.021 0.018  0.017

22°5 0.074 0.043 0.036  0.034
30° 0.098  0.057 0.048  0.046
45° 0.147 0.085 0.073  0.069
90° 0.294 0.170  0.145  0.138
180° 0.588  0.341  0.291  0.275

2
K, :voirci-apres; gH ., =K Y

v

Figure 20 - Coude brusque

K, est donné par le tableau ci-aprés, en fonction de la déviation € en degrés
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Tableau 3 — Coefficient de perte énergétique dans le cas d’un coude brusque

22.5 30 45 60 90

6(°) |

v 0.07 0.11 0.24 0.47 1.13

Tés (branchement a 90° de méme diamétre que la conduite rectiligne, a angles vifs)

2
t

O K, :voir ci-apres; gH,,., =K >

\ \

Figure 21 - Tés : Branchement de prise

K, et gH,,.,prennent chacun deux valeurs suivant que I’on considére le tuyau rectiligne de
depart (K, et gH,,.,) ou le branchement (K, et gH,,.,):

- Cqest la vitesse du courant d’arrivée en métres par seconde.

- K, et kysont donnés par le tableau ci-apreés, en fonction de

- Q= débit total (débit d’arrivée) en metres cubes par seconde.

- Qp = débit de le branchement (débit de prise latérale) en métres cubes par seconde.

Tableau 4 — Coefficient de perte énergétique dans le cas d’'un T€, branchement de

prise
Qy /O, | 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
K 0.04 -0.08 -0.05 0.07 0.21 0.35
Ky 0.95 0.88 0.89 0.95 1.10 1.28
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K, :voir ci-apres; gH ., =K, —

v

Figure 22 - Tés : Branchement d’amenée

K, et gH,,.,prennent chacun deux valeurs suivant que I’on considere le tuyau rectiligne de
deépart (K, et gH,,.,)) ou le branchement (K, et gH,,.,);):

- Cqest la vitesse du courant d’arrivée en métres par seconde.

- K, et K, sontdonneés par le tableau ci-apres, en fonction de

- Qp = débit de le branchement (débit d’amenée latéral) en métres cubes par seconde.

- Q= débit total (débit de départ) en metres cubes par seconde.

Tableau 5 — Coefficient de perte énergétique dans le cas d'un Té€, branchement

d’amenée
Q, /O | 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
ke 0.04 0.17 0.30 0.41 0.51 0.60
Ko 112 -0.40  0.08 0.47 0.72 0.91

Cones

La perte de charge est négligeable dans un cdne convergent

Figure 23 - Céne convergent
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K, : voir ci-aprés; gH ., = K,—

Figure 24 - Divergent, angle d’ouverture inférieur ou égal a 10°

C, étant la vitesse moyenne avant élargissement, en métres par seconde.

tan @ 120 D 2T
szg.z(_j 1-[ B (1.126)
2 D,

Avec
- D, diamétre intérieur de la conduite avant elargissement, en metres;
- D, diamétre intérieur de la conduite aprés élargissement, en métres.

Angle d’ouverture inférieur ou égal a 10°

La perte de charge est donnée par la formule ci-dessous relative aux élargissement brusques. En
effet, il y a décollement des veines liquides et le phénoméne devient semblable a celui qu’on
observe en cas d’élargissement brusque.

Choix de I'angle d'ouverture d'un diffuseur

Le choix de I'angle d'ouverture d'un diffuseur conique résulte d'un compromis entre les pertes
dues au frottement pariétal et les pertes dues au décollement a la paroi.

0.8

0.6

0.4+

0.2

0

0 20° 40° 60° 80° 100° 120° 140° 160° 180°
Figure 37- Angle d’ouverture optimum pour un diffuseur

Le décollement de I'écoulement se manifeste a partir d'un angle d'ouverture de 3°, mais la
longueur du diffuseur pour atteindre un rapport de section donné sera trop important. Un calcul
d'optimisation conduit a une valeur optimale de I'angle d'ouverture de 7°.
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Changement brusque de diamétre

- = CZ
J K, : voir ci aprés; gH,,., =K, =%

Vv Vv

Figure 25 - Changement brusque de diametre, rétrécissement

C, étant la vitesse moyenne apres rétrécissement, en metres par seconde.
K, ==|1-]| = (1.127)

K, est donné par le tableau suivant, en fonction de:
- D, diamétre intérieur de la conduite avant rétrécissement, en metres;
- D, diamétre intérieur de la conduite aprés rétrécissement, en metres.

f““—‘—:,;/iiiiiiiiiiii
—_— e .y . -
-
{<—<— <—<—<—§Sv — E— _— —_— — _—
C2
Cunir o . _ 1
K, :voirciapres; gH,,., = KV7

Figure 26 - Changement brusque de diametre, élargissement

C, étant la vitesse moyenne avant élargissement, en métres par seconde.

2
1|, (D,

K,==|1-] = 1.128
vy D, (1.128)

avec

- D, diamétre intérieur de la conduite avant elargissement, en metres;
- D, diamétre intérieur de la conduite aprés élargissement, en métres.
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Appareil de robinetterie
Robinets-vannes

Figure 27 - Robinet-vanne

Le Tableau 6 donne des valeurs expérimentales moyennes de K, en fonction de:

- P distance de pénétration de I’obturateur dans la section, supposée circulaire,

offerte par le robinet-vanne au passage du liquide, exprimée en metres.
- D diametre de cette section (diametre intérieur du robinet-vanne), en métres.

Tableau 6 — Coefficient de pertes énergétiques d’'un robinet-vanne

P/D | 1/8 2/8 3/8 4/8 5/8 6/8 718

Kv 0.07 0.26 0.81 2.1 5.5 17 98

Robinets a papillon

Figure 34 - Robinet a papillon

Le Tableau 7 donne des valeurs expérimentales moyennes de K, , en fonction de:

o = angle formé par le papillon et I’axe de la conduite, en degrés.

Tableau 7 — Coefficient de pertes énergétiques d’un robinet papillon

a | 5 10 15 20 30 40 45 50 60

70
Kv 0.24 0.52 0.90 1.5 3.9 11 19 33 120 750
19.02.2007 EPFL/STI
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Robinet a tournant

Figure 35 - Robinet a tournant

Le Tableau 8 donne des valeurs expérimentales moyennes de K,, en fonction de o angle
formé par I’axe de la lumiére du boisseau - supposée a section circulaire et de méme diamétre
que I’intérieur du robinet - et I’axe de la conduite, en degrés.

Tableau 8 — Coefficient de pertes énergétiques d’un robinet tournant

o | 5 10 15 25 35 45 55 65

KV

0.05 0.29 0.75 3.1 9.7 31 110 490

Clapets de retenue

@D

Figure 36 - Clapets de retenue

Le Tableau 9 donne des valeurs expérimentales moyennes de K, en fonction de o angle formé
par le clapet mobile et I’axe de la conduite, en degrés;

ces valeurs de K, s’entendent pour le cas ou le diamétre de passage d du siége du clapet est
égal a 0.73 fois le diamétre D de la conduite.

Tableau 9 — Coefficient de pertes énergétiques d'un clapet de retenue

o | 20 30 40 50 60 70 75

K

\'

1.7 3.2 6.6 14 30 62 90

Robinets a soupape, a pointeau, a aiguille

Les pertes de charge dépendent trop de la conformation intérieure des appareils pour qu’on
puisse donner des indications de valeur générale. Toutefois la formule de pertes de charge pour
un élargissement brusque peut-étre appliquée pour les faibles ouvertures.

Etudions le cas particulier d’un circuit composé d’un robinet dans lequel a lieu un élargissement
brusque.
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Section min.

Figure 28 - Section minimale dans un robinet

La premiére étape est de déterminer le col, emplacement de la section minimum (cf. Figure 28).
Dans cette section, la vitesse (et donc les pertes) est maximum:

_Q
i Anin

Les pertes dans I’élément sont alors données par:
A C
H,=|1-—/| & et =A (X
gH,, [ AJ ; A=A (x)
2 Q2
gHrn: 1_i AA2
A ) 2N
Le coefficient de pertes vaut:
2
H
Kvn = g 2rn :[l_ij
Co A,
2
En remplacant Q par CArs ONn obtient:

(2%
m Aﬁ Aﬁ 2

c? Y
gH, =« % avec :Kvn(ﬁ]

C

m vn
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Les résultats obtenus sont fiables a 5% pres, ce qui est suffisant pour la majeure partie des
applications.

Tableau 10 - Exemples de coefficients de pertes de charges pour divers robinets :

Type de robinetterie Coefficient de pertes K, pour DN=
15 25 50 100 200 400
Robinet a bille minimum 0.10 0.09 0.08 0.06 0.04 0.02
maximum 0.15 |* > 0.15
pour de<DN K,=0.441.1%)
Robinet & soupape minimum 3.0 < > 3.0
maximum 6.0 < > 6.0
en cas d’optimisation K,=2 a 3 peut étre atteint
Robinet 8 membrane minimum 0.8 0.8
maximum 2.2 2.2

pour BOA compact: K,=0.4a 1.1

1) de: diametre de retenue, si le plus petit diamétre de retenue de est inférieur au diamétre

noinal de raccordement, il faut augmenter les coefficients de perte Ky de (DN/dg)*, x
variant de 5 a 6.
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4.3 Détermination de la caractéristique du circuit

Conventions:

- gH énergie hydraulique massique d’une section du circuit, définie a une constante

pres ;

- gH, pertes d’énergie hydraulique massique dans un trongon de circuit, différence
d’énergie massique entre deux sections ;
E énergie hydraulique massique échangée dans une machine différence d’énergie
massique entre la sections ;
E, pertes d’énergie hydraulique massique dans une machine

‘ =
Y
T VT
) AZ
VM 3 - |
a S\ B r v
VM P VP | T — )
<l 1) I_ A
| VT —
IX VI VIIVIV IV min 1 T nm wv
_4amont (haute pression) aval (basse pression) L
Figure 29 - Bilan appliqué a un troncon de circuit hydraulique.
Définition:

La dissipation dans les circuits hydrauliques est une des causes de pertes en énergie massique.
Pour de I'eau s'écoulant d'une section 1 & une section 2 d'une conduite hydraulique, ces derniéres
sont définies comme suit:
- gH,,., pertes d'énergie massique entre les sections (1) et (2) aussi appelées: pertes
de charge ou pertes énergétiques avec:

gH,.,=9gH,-gH,
Nous distinguons deux type de circuits: circuit ouvert et circuit fermé

circuit ouvert;:

Un circuit ouvert se présente la fagon suivante
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‘\\\4 us]

2
Figure 30 Schéma d'un circuit ouvert (conditions réservoir: 7 négligeable)

4 gH,-gH;
g(ZB _Z)E
2
gH,— gH;
Q)
|
~0-9)

Figure 31 - Caractéristique d'un circuit ouvert (pompe)

Il s'agit d'un écoulement gravitaire, soit:

pamont = paval + patm. (1-129)
Etablissons I'énergie disponible pour la turbomachine:
H. .,=0gH. +gH -
IF a0 =9 ] g9 raval 1 (1130)
gHI = gHamont + gHrI+amont

D'ou I'égalité suivante:

gH, = gH; = (H grone + IH o1 amont )~ (IH s = IH i ) (1.131)
ou:

gH, —gH; = 9H o = IH s +(H o + GH 1)

En faisant apparaitre les différentes composantes de I’énergie cinétique massique totale écrite
ici pour la section I:
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oH. :%+ 0z +%i2 (1132)
On obtient I'énergie hydraulique disponible aux limites de la machine:

gH, = 9H; = 0Z g — 0 + 2, 9H, (1.133)
Dans ce type de circuit des problémes se rencontrent a I'amorcage ou a I’arrét, il faut une vanne
d’arrét.

circuit fermé:

Un circuit fermé se présente la fagcon suivante (Figure 32):

Figure 32- Schéma d'un circuit fermé

On n’a pas de condition de réservoir a surface libre (ou pression constante) a respecter
gH, =gH;+gH, ;
Donc:

gzamont - gzaval =0

Dans ce cas ci, n'importe quelle pompe peut étre utilisée, il n'y a pas de colonne d'eau a vaincre
au démarrage.

A
gH,— gH;

Figure 33 - Carctéristique d'un circuit fermée (pompe)

Lorsqu’au cours d’un changement d'état thermodynamique il y a une surface libre dans un
circuit fermé la condition de surface libre intervient comme dans un circuit ouvert.
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L'évolution de I'énergie hydraulique massique et les pertes sont représentées pour une
installation de turbine (Figure 35) et de pompe (Figure 34).

Les pertes dans les circuits amont et aval se comportent de la maniére suivante, en suivant le
sens de I'écoulement:
pour une turbine:
gH 5., > 0 circuit passif
gH,,.; > 0 pertes dans la turbine, circuit actif
gH ;.5 > 0 circuit passif
pour une pompe:
gH 5. > 0 circuit passif
gH .., >0 pertes dans la pompe, circuit actif
gH,,.; > 0 circuit passif
En fonction des grandeurs d'implantation et des pertes énergétiques du bassin amont a la section
HP de la machine, et de la section BP de la machine au bassin aval, I'énergie hydraulique de la
machine est:
pour une turbine
E=gH,-gH,; =(gH,—gH;)—(gH,., +gH; ;) (1.134)
>0
pour une pompe I'énergie massique a fournir est plus grande que celle de la turbine.
E=gH, -gH; =(gH,~gH,)+(9H,.r +9H,..) (1.135)
>0
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5 ANNEXES

5.1 Turbulence
Nombre de Reynolds

Tout écoulement réel est soumis a des perturbations qui tendent & I'écarter de conditions
nominales stationnaires. Le cas ou, malgré ces perturbations, I'écoulement retrouve rapidement
les conditions nominales correspond a une situation stable. Typiquement, les écoulements pour
lesquels I'effet d'amortissement par la viscosité est fort sont stables. Dans le cas ou les
perturbations ne sont pas amorties, il y a instabilité et, avec l'augmentation de la vitesse, ces
instabilités dégenerent en turbulence.

C'est la fameuse expérience de Reynolds qui a mis en évidence l'existence d'une valeur critique

de la vitesse au-delad de laquelle on observe la transition entre les régimes d'écoulements
laminaires et turbulents dans une conduite. Le paramétre déterminant la stabilité d’un
écoulement incompressible isotherme est le nombre de Reynolds Re définit par

C.L.
Re = —r&f et (1.136)
1%

ou C,, L, représentent respectivement une vitesse et une longueur caractéristiques de
I’écoulement et v la viscosité cinématique (pour I’eau v ~10°m?s™ & 20°C).

Dans I’expression précédente du nombre de Reynolds, on peut faire apparaitre le rapport de 2
temps caractéristiques :

2
re = Cet Lt _ Toir (1.137)
Le v T
- le temps caractéristique du mouvement T ;
L.
T =& (1.138)
Créf
le temps caractéristique de la diffusion moléculaire T ;
L2,
Ty = (1.139)
v
Si I’on admet que T, soit caractéristique du temps nécessaire au mélange de la quantité de
mouvement par I’écoulement considéré, alors le nombre de Reynolds s'interpréte comme une
mesure de I’efficacité de ce dernier par rapport au mélange (diffusion) d’origine moléculaire.
Cette interprétation permet d’ailleurs d’introduire d’autres nombres de Reynolds tel que
Re, celui associé au mélange turbulent par un tourbillon d’échelle caractéristique ¢/ et de
vitesse typique c'que I’on écrirait :
lc'
Re, =—
%
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Conservation de I’énergie cinétique massique du mouvement turbulent

D’une maniére similaire a ce qui a été fait pour le mouvement moyen, on peut aussi établir
I'équation de bilan de I'énergie cinétique massique €, du mouvement turbulent qui s' écrit

De,
Dt

=V(—£p'_6'+2v6'-d='—£6'26'j+1'[—g [W-kg™ | (1.140)
Yo, 2

ou I’on voit que la variation d'énergie cinétique du champ turbulent est due :
- aladiffusion (terme de flux) moléculaire et turbulente ;

= 11— = 1= R

V-(——p'c'+2vc'- '——c'zc'j [W-kgl} (1.141)

P 2

- au transfert d'énergie entre le mouvement moyen et le champ turbulent sous la
forme du terme de production ;

L] [W-kg'] (1142)
Yo, oX,

- aladissipation due a la viscosité ;

n=D:

€= 2vd__' [W-kg™ | (1.143)

Dissipation par la viscosité

Si I’on considére le cas d'une turbulence homogeéne et stationnaire en moyenne le terme de
diffusion est nulle et I'équation d'énergie cinétique massique se réduit alors a:

0=IT-¢

le taux de production d'énergie turbulente est approximativement égal a celui de la dissipation
visqueuse. Toute I'énergie transférée de I'écoulement moyen aux fluctuations est dissipée avec
le taux ¢.

Dans ce cas, Il est intéressant d’examiner I’ordre de grandeur de la dissipation visqueuse du
mouvement fluctuant par une évaluation du terme de production :

On peut en effet a I’aide d’une échelle caractéristique macroscopique ¢ de la turbulence
(longueur de mélange) évaluer la contrainte turbulente par :

oc,

—pc' ¢ ~plc’ = (1.144)
ou c¢'la fluctuation turbulente caractéristique est évaluée selon
3 .
e ==c 2 (1.145)
2
Avec cette évaluation le terme de production s’écrit
=2
M=~//% D
S (1.146)
=2
~g=2vd'
Il vient ainsi
=2
= (/% D
PO L Al (1.147)
v 2
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En introduisant alors Re, le nombre de Reynolds du mouvement turbulent définit par
INES
Re, = (1.148)
¢ y
On obtient
—y D
' ~Re, — (1.149)
2
Mais a I’exception du voisinage immédiat de la paroi, le nombre de Reynolds de la turbulence
Re, doit étre trés grand devant I'unité,
Re, >1
Donc la dissipation par la viscosité de I'énergie cinétique massique de la turbulence est bien plus
intense que celle du mouvement moyen.
. =2
=2
d' >—
2
Ainsi dans ce cas particulier d’une turbulence homogéne on voit que la perte énergétique du
mouvement moyen résulte du processus suivant :
- transfert d’énergie du mouvement moyen vers le mouvement turbulent par le terme
de production de turbulence,
- puis dissipation visqueuse au sein du mouvement turbulent.
Ainsi pouvons nous évaluer le taux de dissipation & a l'aide de la formule de perte
énergétique,(1.76)
gH 1., = [(@+1T)L=dv (1.150)
v PQ
Avec @ < IT sauf peut-étre au voisinage immédiat de la paroi dans la sous-couche laminaire.
Avec I'hypotheése d'isotropie ona 0 =I1—¢, donc il vient
gH.,., = [ e L=V (1.151)
v PQ
Soit encore
8 LQ?
DD § p
(1.152)
zD?-L
RE
Q
D'ou
8 3
Ex 1—3Q—7 (1.153)
7> D
Evaluation du taux de dissipation visqueuse du mouvement turbulent
Par définition le taux de dissipation de I’énergie cinétique massique du mouvement fluctuant est
défini par
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=2

e=2vd'
' oc', o oc',
_Ljoey Ly |eh Ly (1.154)
2 ox; o )l oX;  OX
oc?

=v|——+ ciC;
OX;  OXOX;

En tenant compte de I’hypothese d’homogénéité du champ de vitesse fluctuant et en supposant
qu’il est approximativement isotrope on peut montrer que

ac ac™
e~ v(2+3x6)—*=15r—* (1.155)
or or
Si alors on fait appel comme Taylor a une échelle A caractéristique de la dissipation visqueuse
de la turbulence on écrit :

<& 28 (1.156)

Alors le taux de dissipation s’évalue comme

Ex 101/% (1.157)

La longueur A appelée la micro échelle de Taylor caractérise la dissipation visqueuse du champ
turbulent qui est évaluée a I’aide de la vitesse caractéristique des grosses structures de la
turbulence.

Pour évaluer I'échelle de ces dernieres, on suppose que leur vorticité est du méme ordre de
grandeur que celle du mouvement moyen. Autrement dit, si C'est la vitesse caractéristique de
ces structures, on devrait avoir
c' oC,

¢ or

Ce qui permet d’évaluer

(1.158)

c 12 =2
=7~D (1.159)

Parallélement on peut aussi faire I’évaluation suivante?

ac? ¢” c? =2
~r— = —=d' 1.160
or A° A2 ( )

ce qui montre que A est bien une échelle microscopique.

En effet, on a

2 0On montre que la micro échelle de Taylor représente aussi la courbure & I'origine de la fonction d’auto
corrélation spatiale

Rc‘c'(r)zl 1r2

o (r)=1=2-7+o(r’)

19.02.2007 EPFL/STI Page 51/64
Laboratoire de machines hydrauliques /Avf/



Cours Pertes énergétiques Section de Génie mécanique
P
(e 2d!
—2:_—2: Re/ >>1 (1161)
2 = i
D
Sachant que la dissipation visqueuse du mouvement moyen est d'un ordre de grandeur inférieur
a celle du champ fluctuant, alors on a /> A, ce qui implique que la plupart des tourbillons
participant a la dissipation de la turbulence ont une dimension caractéristique A d’un ordre
inférieur a I'échelle ¢ des plus grosses structures.
On a ainsi une indication qu'il ne doit pas y avoir de fortes interactions entre les grosses
structures de la turbulence qui gouvernent I'écoulement moyen et les structures dissipatrices qui
sont d'une dimension nettement plus petite. En outre, cette faible interaction entre I'écoulement
moyen et ces petits tourbillons implique que I'on doit observer aux échelles de I'ordre de A une
tendance a l'isotropie (pas de direction privilégiée). Ceci justifie d’ailleurs I’hypothése
d’isotropie faite au paragraphe précédent pour évaluer le taux de dissipation & .
Les plus petites échelles de la turbulence
On a vu que le taux moyen d'énergie dissipee par unité de masse au sein de I'écoulement
turbulent est donné pare. Ce taux est dautant plus important que les gradients locaux de
vitesses produits par I'écoulement sont intenses. L'échelle de ces gradients ou la taille des
tourbillons correspondants devrait étre directement liées a ce taux ¢ d'énergie a dissiper et a la
viscosité du fluide.
Si l'on imagine ainsi le transfert ¢ d'énergie a partir des grosses structures (mécanisme de
production) jusqu'a des structures ou seuls les effets de viscosité prédominent, on peut a I’aide
de l'analyse dimensionnelle déterminer l'ordre de grandeur des dimensions des structures les
plus fines:
Par hypothése la dimension 77 de ces structures ne dépend que du taux de dissipation & de
I’énergie par unité de masse et de la viscosité cinématique v .
n=F(&v)
On a donc I’équation aux dimensions suivante.
[n]=[v“&" |n]
Si L et T désignent respectivement les dimensions d’espace et de temps, il vient :
[7]=L
[v]=LT"
[¢]=LT"
On doit donc avoir les relations suivantes :
1=2p+2
2y (1.162)
0=-p-3y
1 3
etdonc y=—— et f=—
4 4
On définit la micro-échelle de Kolmogorov en posant
1
3 )4
v
n=|— (1.163)
£
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Cette micro-échelle de Kolmogorov correspond a la plus petite des dimensions de tourbillons.
Pour des echelles inférieures a cette micro-échelle, la viscosité moléculaire diffuse la vorticité
de maniére si efficace que ces tourbillons ne peuvent subsister.

Spectre de la turbulence

Pour résumer la turbulence est alimentée en énergie au détriment du mouvement moyen a
I’échelle ¢ des grandes structures alors que I’énergie est totalement dissipée a I’échelle 7.
Entre des deux extrémes il y a un transfert d’énergie des plus gros aux plus petits tourbillons.

Sur la base de la tendance a I’isotropie des échelles inférieures, I’analyse dimensionnelle
permet, alors, de définir les propriétés spectrales de I’énergie de la turbulence. Ce spectre, voir
Figure 29, s’étend ainsi sur un domaine de nombres d’ondes compris dans I’intervalle

[1/¢.3n]

Si par ailleurs on suppose avec Taylor que les structures de la turbulence sont transportées par le
mouvement moyen avec la vitesse C, alors, ce spectre s’étale sur une bande de fréquences
comprise entre [C/¢,C/n].

—Pkl']

0% 10°° 10?2 10" 1 10

Figure 29 - Densités spectrales K et E de I'énergie cinétique massique et de la
dissipation visqueuse de la turbulence. D’aprés 0

5.2 Ecoulement dans une conduite de section circulaire
Ecoulement laminaire : profil de vitesse

Dans le cas d’un écoulement laminaire dans une conduite cylindrique de section circulaire de
rayon R, la vitesse moyenne C est axisymétrique et se réduit a une composante axiale, voir
figure 30. La distribution C (r) en fonction de la distance r a I’axe de la conduite se détermine
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a l’aide des équations de Navier-Stokes exprimées dans un systeme de coordonnées
cylindriques {r,8, x} li¢ a I’axe OX de la conduite.

Figure 30 - Ecoulement laminaire dans une conduite cylindrique, profils de vitesse et
de contraintes.

Dans ce systeme le champ de vitesse a pour composantes

C, =0
C=|C,=0 (1.164)
Cy =C(r)
L’équation de continuité se réduit simplement a
o =0 (1.165)
oX

et I’équation de Navier-Stokes a :

0=1—i(£+ gzj (1.166)

X\ p ror\ or
Des deux premiéres composantes de I’équation de Navier Stokes, il résulte que la pression ne
dépend que de la variable X

Plgz=F (X) (1.167)
yo,
De méme on suppose que le champ de vitesse soit homogéne, on peut donc écrire pour la 3™
composante :
4P gz oyl 90 e (1.168)
dX \ p rdrl dr

Il en résulte que les deux termes de I’équation sont constants puisqu’ils dépendent chacun
respectivement des variables indépendantes X et r.

Si on introduit la composante tangentielle de la contrainte visqueuse 7, ., on a immédiatement :

rx?
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1d Try 1d dC
——r i = r.v—
rdr P rdr dr
i £+ gZ |=cste
dX
La répartition radiale de la contrainte visqueuse est linéaire, voir Figure 30.
d(p
=p—| —+0Z
~Pax ( : j 2
elle atteint sa valeur maximum 7, a la paroi
d(p R
—|—+09Z
~Pax ( : j 2
ou encore en introduisant z,, la contrainte que le fluide exerce sur la paroi
z-p = ~Trnax
On obtient I’expression suivante
d(p R
P ax ( : j 2
De méme on obtient le profil de vitesse a partir de:
vli( de i B+ gZ |=cste
rdri dr dX
qui s’integre selon
2
r d_C = r_i B + gz + C
dr 2v dX
soit encore
2
C= a4 £+ 9Z r—+C Inr+cste
dXx 4y
Sur I’axe, la vitesse doit étre définie ce qui fait éliminer le logarithme.
2
C= d p+gZ r—+cste = C,=0
dx 4y
A la paroi la condition d’adhérence implique que la vitesse soit nulle.
2 2
O—i £+ 9Z R—+cste:> cste_—i £+ 9Z R
dXx 4y dX \ p 4y
Le profil de vitesse suit alors la loi parabolique bien connue, voir figure 30.
2 2 2
cin=—F 9 [P gz |1t |oc [1- O
4y dX { p R R
La vitesse maximum C_est atteinte pour r =0 et prend la valeur
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2
R4 p (1.180)
4y dX \ p

La vitesse débitante se calcule alors par I’intégrale suivante

R
2
Cc-2 ¢ nda=Sm| 27| 1L Jrar
AL R

7R?
0 (1.181)
1 2 4t
1 1
=2C —p*)dp=2C, | L -1 | =2c (———j
maxl(n 7°)dn ma{z 41 wx| 577
soit finalement
C:Cmax
2
P2
_RAdfP, gz (1.182)
8v dX |\ p
_R%
4v p
et le profil de vitesse s’exprime alors en fonction de la vitesse débitante
r.2
C(r)=2C [1—?J (1.183)

Ecoulement turbulent : distribution de contraintes

On considere I’écoulement turbulent homogéne permanent dans une conduite cylindrique d’axe
OX et de rayonR . Dans un tel écoulement on suppose que le champ de vitesse moyen se
réduit & une simple composante axiale C, les autres composantes étant nulles.

Dans le repere cylindrique (r,@,x) associé a la conduite, voir Figure 31, I’équation de
Reynolds s’écrit compte tenu des hypotheses d’homogénéité et de symétrie cylindrique du
champ de vitesse turbulent :

2 92 a2
O:—E(B-‘FQZ]——aCr —C;‘FCL
or r r

oz—lﬁ(&r gZ] (1.184)

Oz—i £+gZ +li r[vacx—@j
ox\ p ror or

L’équation de la composante radiale s’écrit aussi

Tl 2
%+§(£+ ng & "% (1.185)
r r\p r

ce qui apres intégration donne :
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o r 22
c;z—(c;z) + B+gZ —~ £+gZ P (1.186)
r=R Y2 Y2, R r

—
=0
a la paroi

a la paroi les fluctuations transversale s’annulent donc il vient simplement

r ——

- 12 _7
(£+gzj :(£+gzj+c;2—J'udr (1.187)
P ) \p r
R
Du fait de I’hypothése d’homogénéité de la turbulence on peut alors écrire :
(a2
i £+gz :i £+gz +i C;z_J,Cr Cy dr
dx{ o . Ox{p dx r
R
:i[£+ ng
dx{ p

Le variation axiale de la pression est indépendante de la position radiale et ne dépend que de X.

(1.188)

=0

Figure 31 - Ecoulement turbulent dans une conduite cylindrique, profils de vitesse et
de contraintes.

Si on introduit la composante tangentielle de la contrainte totale 7
composante axiale de I’équation de Reynolds s’écrit :

voir Figure 31, la

rx:?

0--2 [P, 9Z +1i(r ) (1.189)
ox\ p ror ‘
soit
/P, g -r:i(r 70 (1.190)
dx\ o or '
Alors, cette équation s’intégre selon
2 2 -
a £+gZ R r(vﬁcx—c;c;j (1.191)
dx\ o 2 2 or
re,
L ' -R
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Soit en introduisant —z, la contrainte exercée par le fluide sur la paroi, pour r =R on a alors
T = _Tp

2 2
r R°) d
rer—R(—z-p)— —_— | — B+ 9Z
2 2 ) dx\p
, (1.192)
R 1 R d
T——(—‘[p) r——~:[_— £+gZ
r 2 r ) dx{p
Au centre de la conduite, la contrainte tangentielle doit étre nulle donc il vient
1 d(p
O=rr, =R(-7,)+=(r*-R?)—| =+gZ 1.193
w=R(=75)+ 5 )prg (1193)
soit encore
R d
A L (1.194)
2 dx\ p
La contrainte a la paroi est directement proportionnelle a la variation axiale d’énergie potentielle
massique
R d
r=—m | Pigz (1.195)
2 dx\ p
ou encore
d T
AP gz |2 (1.196)
dx{ p R
et en substituant cette expression on obtient finalement
1 T
e =R(r, )+ 2( _RZ)(_zEv]:o
(1.197)
r2
re, = R(—Tp)—ETp +Rz,
De méme que dans le cas de I’écoulement laminaire, la contrainte tangentielle totale dans d’un
écoulement turbulent homogéne dans une conduite cylindrique suit une distribution radiale
linéaire, voir figure 31.
- o0C rd r
7, =—CC +v—*=——— £+ 9z =—T, (1.198)
or 2dx\ p R
Distribution de vitesse d’un écoulement turbulent, loi logarithmique
Pour des faibles nombres de Reynolds on a vu que le profil de vitesse dans une conduite
cylindrique s’écrit sous la forme
-R7 r
C(r)=—="L|1-— (1.199)
2v p R
Dans le cas d’un écoulement turbulent les fluctuations de vitesses doivent s’annuler a la paroi
par conséquent la contrainte en paroi va toujours étre donnée par I’expression:
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(1.200)

Figure 32 - Coordonnées locales

Ainsi, il existe nécessairement une région de I’écoulement, au voisinage de la paroi, ou les
contraintes visqueuses ne sont pas négligeables devant les contraintes turbulentes, cette région
est appelé la sous-couche visqueuse. Dans la sous-couche laminaire le profil de vitesse ne
dépend donc que de la contrainte a la paroi 7, et de la viscosité cinématique v . A partir de ces
deux grandeurs de référence I’analyse dimensionnelle permet de définir une vitesse de référence
C. , la vitesse de frottement

TP
C =,— (1.201)
Yo,
et une coordonnée d’espace adimensionnelle y™, la variable intérieure
. Cy , . \ . o
y = ou y représente la distance a la paroi y = R—r, voir Figure 32.
1%

afin d’exprimer la vitesse selon la forme adimensionnelle suivante:

. C(r) .
ylgToc—T_ f(y) (1.202)

En revanche loin de la paroi, les contraintes de Reynolds sont prépondérantes. Dans ce cas le
profil ne doit dépendre uniquement que de la contrainte & la paroi et d’une dimension
transversale caractéristique de la conduite. En introduisant C_,, la valeur maximum de la

vitesse prise pour Y = R on peut donner la distribution de vitesse en fonction de la distance y
a la paroi sous la forme:

C ( y) —Crax ( y j
—— =g = 1.203
C. 9 ] (1.203)
ou encore en introduisant la variable extérieure 77 définie par :
_Y
7R
On peut écrire
_C(y) C
lim—=—~= + e 1.204

T

Les deux expressions précédentes du profil de vitesse doivent coincider dans une région
intermédiaire de I’écoulement, dans cette région de recouvrement on doit avoir a la fois

Céy_) g (,7)+% (1.205)

T T
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et

C

Cly) _ f(y) (1.206)

Cette zone de recouvrement correspond a la condition simultanée y* — o0 et 7 —>0. En
posant Y = &n oU le petit paramétre & permet de dilater les échelles intérieures au voisinage
de la paroi on peut avoir simultanément y* — o et 7 — Oavec & constant.

En particulier en raisonnant sur la dérivée transversale de la vitesse

dC—C dnd_g_Cf dnd_g_C_fgd_g_Cfld_g

—~-c 1L (1.207)
dy dydp v dy'dp v dnp v y dp
et
+ 2 + 2
d—C:C, dy df _C dy” df _C. df (1.208)
dy dy dy® v dy"dy" v dy'
Il vient ainsi
2 2
dC€ _C/ n dg _C; df (1.209)
dy v y'dp v dy'
Ou encore
o 99 _ df (1.210)
y"dn dy
On obtient donc
77d—g=y+ af =Cste (1.211)
dz dy”

Le membre de gauche ne dépend que de la variable 7 alors que celui de droite ne dépend que de
la variable y™ les deux membres ne peuvent donc n’étre que constants.

D’ou le résultat

dg =Csted—77:> g=C,Inp+C,
7 (1.212)

+

df =Cste dy

+

= f=C/Iny" +C,

La condition de raccordement impose une forme logarithmique au profil de vitesse et on doit
avoir

CT
c CR (1.213)
X =C,-C,+C,In—=
C. 1%
soit finalement I’expression générale du profil de vitesse exprimée en variable intérieure

C C

—=Clln( fyj+c3 (1.214)

C. 1%
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ou en variable extérieure
c-C
= ——mx_c In| £ |+, (1.215)
C, R
La constante C,s’identifie & la constante de Karman x de I’ordre de 0.4 et la distribution de
vitesse se met sous la forme d’une loi logarithmique universelle donnée en variables intérieures
par :
In10
C'= —[Iog y" —log ks*] + B, (1.216)
B, est une constante qui ne dépend que du nombre de Reynolds k_" de la rugosité k, moyenne
définie par
Ck
k; == (1.217)
v
Selon les valeurs de k. on définit les régimes d’écoulement suivants:
- kI <5, un régime d’écoulement turbulent lisse correspondant a des rugosités
toutes contenues dans la sous-couche visqueuse; dans ce cas on a
B, =5.5+5.75logk;" ce qui implique C* =5.75logy* +5.5
- 5<k; <70, un régime de transition pour lequel la rugosité est de I’ordre de la
hauteur de la sous-couche visqueuse;
- 70<k, un régime d’écoulement turbulent rugueux pour lequel les hauteurs
d’aspérités sont toutes supérieures a I’épaisseur de la sous-couche visqueuse. Dans
ce cas B est constant
B,=85 C"=5.75/logy" —logk |+8.5 (1.218)
Si C,,, caractérise la vitesse moyenne centrale, on peut aussi écrire
In10
Crax =——| logR* —logk; |+B, (1.219)
K
D'ou la loi universelle de vitesse déficitaire d'un écoulement turbulent dans une conduite
cylindrigue de section circulaire.
C_-C 10 R
max = -log (1.220)
C, k R—r
Vitesse débitante
En intégrant la loi universelle de vitesse déficitaire sur toute une section de la conduite, on
obtient I'expression de la vitesse débitante C en fonction de la vitesse centrale C_ . et de la
vitesse de frottement C_:
In10 R
C(r)=C - C_log
e K Rer (1.221)
Q 17 '
C=—F= 2J‘anC(r)dr
nR®  wR%y
Soit en fonction de la loi de vitesse universelle:
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R

C= Qz = 12 C —MC log—— R 2mrdr (1.222)
nR* =R e K R-r
0
ou en intégrant le terme constant.
c-c -_Ini0C Jlog ordr (1.223)
max K.R

0
On effectue le changement de variable
—=1- 1.224
R n (1.224)
qui donnedr =—Rd# soit:

Cc=C _In10€, Jlog 2rdr
-r

xR* ) (1.225)

=C In—:LOC j2|ogn(77 1)dn
K

max

ou encore en intégrant par parties

C=C_ +MC f2log (n-1)dn

_c Ini0. [( 2n)log§]o—ﬂc J( -27) dn (1.226)

max
K

T

2 _
_c 40012 ¢ +iiolc-c <3\
max K In 10 max K 2 max 2
1
D’ou finalement on tire I'expression de la vitesse débitante

3

Cc=C,,——¢C, (1.227))
2K

ou encore compte tenu de I’expression du maximum de vitesse exprimé en variables intérieures

C’ Inlo[Iog R*—logk” ]+B (1.228)
max K.

il vient
C In 10 3
— logR" —logk™ |+ B, —— 1.229
== |log gk* J+B,— - (1.229)

T

Frottement a la paroi

On a établi que le frottement & la paroi est lié au gradient de pression par la relation :
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d (p+ gzj
P I o
dx R

Le coefficient de frottement C, est, par convention, defini selon:

2

=GPy

La vitesse débitante est donnée en variable intérieure par
C In10 3
—=—+|logR" —logk™ [+B, ——
C K [ 9 9 ] P2k

T

mais compte tenu de la définition du coefficient de frottement

C? C

CTz =C = CT :\/a
Il vient

1 _InlO

——=——|logR* ~logk" |+B, 3

\/: K 2K

Section de Génie mécanique

(1.230)

(1.231)

(1.232)

(1.233)

(1.234)

Soit en faisant apparaitre le nombre de Reynolds de la conduite on obtient avec Prandtl
I’expression finale (implicite) du frottement turbulent a la paroi d’une conduite cylindrique,

I c
L _In10},nq2RC \/:f—log k+]+ B,
14

Joo K K

In10[, Re 3
= og =2 [o, —logk™ |+ B, ——
] g > f g } 575

K K

(1.235)

Si I’on introduit A le coefficient local de pertes énergétiques de la conduite il vient alors

1 +/8In10

Ja K
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