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. bi(z)
Interpolation

Cas mono-dimensionnel

Ti—1 Ti Ti41

® Base d'interpolation
B={¢1,02,...,0p,...}

® Expression dans la base

esp. modal
~N =
uj (t) ¢j (LIJ') + T(x,tap)

troncature a l’ordre p

P

(.’ﬂ,t) =
—— :

1
esp. physique J
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Interpolation

ue, t) = SP_; ()6 (@) + (2, ¢, p)
Cas mono-dimensionnel

® Approximation

Troncature de la série
p
u(z,t) ~ up(x,t) = Z (x)

® Convergence
lim 7(z,t,p) =0,
p—oo
c'est-a-dire
lim u(zx,t) — up(x,t) =0

p—o0
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(e]e]
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Interpolation

Interpolation
00e00
o]
Cas mono-dimensionnel
® Noeuds de collocation
X = {X17X27...,

® Valeurs nodales

esp. nodal

A~

w(t) =up(x,t) =
u =% u ,
~~ ~—~—
nodal modal

® QOpérateur de transformation

espace nodal <+ espace modal

=& lu

XP}’

Différences finies compactes Epilogue
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up (z,t) = 2?:1 u; ()¢ ()

x; €

esp modal

p
Z 11 t qu (Xz)
j=1

(@i = ¢;(x:)
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Interpolation

un (e, t) = TP u; (1) (2)

Cas mono-dimensionnel

® Approximation
P
Ozup(x,t) = Z ) dzj(2)
® Valeurs nodales
ui@( ) 0 Uh(l‘ t |1 =X; Zu a:¢j|w:xi

u,z - ¢,.’EH3 [é,r]u = d1¢]|T:X7
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Interpolation

Cas mono-dimensionnel

® Opérateurs nodaux et modaux

® Relations entre opérateurs nodaux et modaux

Valables pour un opérateur discret quelconque

=1
~=
D-3,6-338,6-3D&
N
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Bases wi(t) = P (065 (xi)
u=%u
Base modale de Chebyshev D=%,%
® Base B 55 5 o
p1(z) =1, po(z) =2 N

¢jt1(z) = 22¢;(x) — ¢pj—1(x) =

® Noeuds de collocation f =5 s 5
X = {XAQ?-FCOS(%) :0}7 7 = 1?._.’p cm’i* o5 o o5

e Conséquence

P+ — u#u .

B 05 [ 05 1



Interpolation Différences finies classiques Différences finies compactes Epilogue
o]

00000 [ Je] ()
[e] (e]e] 0000000

Opérateurs de dérivation

Dérivée premiere - schéma centré

® Série de Taylor

h Ou h? 9% 3 3Bu

. el e r 7" 4
R T M T = I B
h Ou h? 0%u h 9u
i1 = — — — — | —= = 0ol
R T I ] N el M G
e Différence des deux séries
ou Uj41 — Ui—1 h2 83u 4
— == —— +0O(h
Ox - 2h 3! Oz3 - (%)
e=0(h?)

® Approximation du second ordre
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Opérateurs de dérivation

u ,; = Du

Dérivée premiere - formulations matricielles

® Schéma progressif

-1 +1

al Yit1 —1 +1

[ T O(h) pt =
ox x; h

==
|

—

+

—

® Schéma rétrograde

ou u; —u;—1 _ 1 -1 +1

2 =220l b o) DT == -1 +1

oz x4 h h 1 +1

—1 +1
® Schéma centré
? ?

) . —wi_ 1 —1 0 +1
ou :Mio(;ﬂ) D° = — -1 0 41
O Ix; 2h 2h 1 0 +1
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Opérateurs de dérivation ey on
wle,t) = 020 St G|

Méthode générale

® Pour approximer une dérivée d'ordre n,

® avec un support! de r points,

il faut satisfaire
r>n

et utiliser r développements de Taylor a r termes.

en anglais stencil
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Opérateurs de dérivation

Méthode générale

® Ordre de dérivation maximal calculable
Npax =T — 1

® Ordre de précision pour la dérivée d'ordre n (schéma non-centré)
e=0(h"™")

® Ordre de précision pour la dérivée d'ordre n (schéma centré)

e=O(h"™"),  n pair
e=0O(h"™™), n impair



Interpolation Différences finies classiques Différences finies compactes Epilogue
o

00000 (e]e] (]
[e] (e]e] 0000000

Différences finies compactes

Approximation

Différences finies classiques. L'augmentation de |'ordre est uniquement
obtenue par agrandissement du stencil. La dérivation est toujours
explicite

u® = Du®

Différences finies compactes. L'augmentation de |'ordre est obtenue
par agrandissement du stencil et par dérivation implicite
au) = gu®

Il faut donc résoudre un systéme d'équations linéaires pour appliquer une
dérivée ou calculer la matrice de dérivation

D=a!p
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Différences finies compactes

Schéma du 6e ordre

On note la dérivée n-ieme de u par rapport a x, évaluée au noeud i et au
pas de temps k
o™u

g n
Oz Xisbk

et on considére une approximation aux différences finies compactes de la
forme
o B © _ )

Y
~ (U(g.)l - 1150—)1) + (s —

oy +uf) +aul) = (g an

i+ i

® Etant donné que le stencil est centré et de 5 points, le schéma aux
différences finies classiques correspondant (o = 0) est d'ordre 4.

® Le schéma compacte (a # 0) n’est utile que s'il conduit a une
approximation qui est au moins d'ordre 5.
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DFC 1) 1) 1) . B (0 0) 0 0)
‘“‘§+1 + “E + ‘“‘571 = ﬁ(uwr)l - 571) + E(uéJr)z ( )
6e ordre

L'erreur de troncature liée a cette approximation s'écrit

B

B OMING
oh Ui-2)

(Y (1) (1) (0) (0)
T=oawy oy — (- ) + 4h( i+2 — W2
On développe tous les termes en série de Taylor pour les exprimer en
fonction des grandeurs au noeud ¢,

3 4 5
RO (0) 1k ™, (1h) EQ) N (1h) NO (1h) MO (1h)® ugs) + on®)

tik1 = ET FT 5!
1h 1h)3 1)t (5
W) = ul® & (1m)u® +( ) §3>i( ) u54)4_( ) u® 1 o)
3! 41
0) 0 1 (2h) W@ (2n)3 3y | (2R)* 4y | (2R)° (5 6
u(Py = +uf® £ @myuft 4 T 2 S 4 S £ S £ o)
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‘“‘E}ﬁl + “El) + ‘“‘517)1 =~ %(ugi)l - (D) e (u§0+)2 (0) 2)
6e ordre

Par substitution dans I'erreur de troncature, on trouve

h? ah?
= (20 + 1) &) 0‘2 53) T3 (5)
h? h* h? 2h*
-8 (ul(»l) + —121153) + = 5l (5)) vy <uz(-1) + = 3 U (3) + — T5 ul® )> + O(h%)

Pour obtenir un schéma d’'ordre 5, il faut annuler les termes d’ordre 0,
d'ordre 2 et d'ordre 4. On obtient donc le systeme d'équations

20— —y=-1
6a— B —4vy=0
10 — 6 — 16y =0
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DFC (“‘§1+>1 + ugl) + auglj o~ 'f (u(o) - (0)1) + 4h (u(o) - (0)2)
(1) — (0)
6e ordre au Pu

La solution de ce systéme permet d'obtenir les coefficients

(Oé,ﬂ,’y) = (371471)

Nel i

® e schéma du sixieme ordre est donc obtenu par substition de ces
coefficents dans la définition.

® |a dérivation implicite permet ainsi de passer de |'ordre 4 a |'ordre 6.

® Des schémas compactes d'ordre supérieur sont obtenus par
agrandissement du stencil.
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DFC (xu(i) +u§1) +au§131 = (u(o) = (0)1) + & (u(o) = (0)2)

6e ordre au<1> — Bu®

Cette approximation peut s'exprimer sous forme matricielle avec les
matrices « et (3 données par

o = « 1 «
«@ 1 «@
? ?
? ? ? ? 7
- ? ?2 7?2 7
B 1 0 +1 5 ! 7
B=— —1 0 +1 + — -1 0 0 0 +1
2h -1 0 +1 4h ? 7 7 ?
77 ?

Comme ces schémas ne sont pas définis au bord, il faut les substituer par
un schéma aux différences finies classiques et décentrés tout en
conservant I'ordre de |'approximation.
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ully ol el = A0, -+ 0l o)

6e ordre
Si on a des conditions aux limites périodiques, le schéma est défini

partout et on a les matrices circulaires

1 @ [e3
[eY 1 «
o = « 1 «

1 e

a 1
0 +1 -1 0 0 +1 -1 0
8 -1 0 +1 P 0 0 0 +1 -1
B=— —1 0 +1 + — -1 0 0 0 +1
2h -1 0 +1 4h +1 -1 0 0 0
+1 -1 0 0 +1 -1 0 0

On rappele que la dérivée est obtenue de maniére implicite par résolution

du systeme d'équations
au® = gu®

ou en calculant explicitement la matrice de dérivation

D=a"!p
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6e ordre

D= ail,B

Dans le cas d'un maillage de 5 points avec conditions aux limites
périodiques, la matrice de dérivation s'écrit

0 +(a — 1) +a —a —(a—1)
8 —(a—1) 0 +(a — 1) +a —a
= —a —(a—1) 0 +(a —1) +a
(e +a—1) +a —a —(a—1) 0 +(a — 1)
+(a — 1) +a —a —(a—1)
0 +a —1 —+1 —«
~ — 0 +a —1 +1
—_— +1 —a 0 +a -1
(a2 +a—1) -1 41 —a 0 +a

+a -1 +1 —a 0
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