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Interpolation

Cas mono-dimensionnel

Ti—1 Ti Ti41

® Base d'interpolation

B= {¢17¢27"',¢p3"'}
® Expression dans la base

esp. modal

Z g@ ¢j(x) + 7(z,t,p)

(z,t) =

esp. physique troncature a l’ordre p



Complexité géométrique Interpolation Tensorisation

Références
o] (o] Telele] 000000 o]
o] 000000000 o]
o] o]

[e]
[e]

Interpolation

u(z,t) =30 u; (1) (x)+7(w,t,p)
Cas mono-dimensionnel

® Approximation

Troncature de la série

u(z,t) ~up(x,t) = Zﬂj(t)@(l’)

o Convergence
lim 7(z,t,p) =0,

p—)oo
c'est-a-dire

lim w(z,t) — up(x,t) =0

p—o0
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Cas mono-dimensionnel

® Noeuds de collocation

X = {Xl,XQ,..

® Valeurs nodales

esp. nodal

Tensorisation
000000
[e]

[e]

up (e, t) = SP_ u;(0)é; (x)

.,Xp}, x; € Q)

esp. modal
~

w(t) =up(x,t) = Z u;(t)  ¢j(xi)
7j=1
=% u , [®];=9¢;(x)
nodal modal
® QOpérateur de transformation
espace nodal <> espace modal
u=® 'u=du
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up (@, t) =

> u (s (@)
Cas mono-dimensionnel

® Approximation

Opup(,1) = > u;(t) dyj ()
j=1

® Valeurs nodales

ui,:v( ) 0 Uh((L' t |$ =X; Zu a:¢j|w:x.;

u, =® ,u, [®,];;=ds¢jlo=x
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Cas mono-dimensionnel

® Opérateurs nodaux et modaux

® Relations entre opérateurs nodaux et modaux

Valables pour un opérateur discret quelconque

=1I
~=
D-%,5-38%,5-3Dd
~
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® Approximation

Interpolation
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Pz Py

un(@,y,) = > U0 (@) (y)

k=11=1

® Représentation vectorielle

u= (217227"'72

(HU?HM"'

avec

ny -

N

)"

U

? =PzPy

)T

P = PzPy
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up (@, t) = 3254 u;(t)¢; ()
Uis Uss Use Ui Uss
o0—= © © Q
\Uis 1Uss AUss Ui fUss
(/ A4 A4 A4 \)
\Uia |Uag MUsa [Uss | Uss
(/ A4 A4 A4 \)
Uiz [Uazs Uss  [Usz [Uss
(/ A4 A4 A4 \)
Uz |Us Ussz Uiz Us2
>—O © © D
WU [Un CU31 AU Us1

Références
o]



Complexité géométrique Interpolation Tensorisation Références

Interpolation

Cas bi-dimensionnel

® Noeuds de collocation
X={(xi,yi)}, (,7) €{l,...,pz} x{1,...,py}

® Valeurs nodales

Pax

Uij(t) = un(xs,y;,1) = Z ZUkl 2 x)e (35)

k=11=1

Avec sommation sur indices répétés, ceci s'écrit
Uij = Uy [ @i [®y]51 = [®a]inUp [@) 15

ou
@, = 07 (x0), [ @) = &Y (v5)
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Interpolation

T
Uij = [®alik Uk [®4 115
Cas bi-dimensionnel

On a ainsi les relations de transformation et leur inverse

e sous forme factorisée e sous forme assemblée
U=2,U®, u=2u

avec les opérateurs de transformation assemblés

P=3,0®,
-3, 09,
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Interpolation

Cas bi-dimensionnel

Soient les matrices réelles

A e R
B e R*!
Cec kaxln
On appelle produit de Kronecker, I'opération telle que
B;;A B, A ... BjA
B21A BQQA . BglA
C=B®A-= , ) i .

BxiA BreA ... ByA
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Interpolation

Cas bi-dimensionnel
Sous forme indicielle, le produit de Kronecker s'écrit
t=r+(p—1m
(Cly = [B&A ;= ByAs, =1

j=s+(@—1)n

et le produit matrice-vecteur peut étre effectué

e sous forme factorisée e sous forme assemblée
T w=(B®A)v
W=AVB ~——
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Interpolation U= @,usT

T

U=2,Ue]

Cas bi-dimensionnel

Les dérivées nodales s'écrivent
U,=o,,U&"
o — Frald Fy

Avec la relation de transformation inverse, on a

=1, =1,

—— T

T _ T
=D,UT} =LUD]

o ©

U, -e.uel,

- T
va = q)xiw U(@%ygy)
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Ceci s'écrit

e sous forme factorisée

U,=D,UI]
U,=LUD,

Interpolation Tensorisation
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Interpolation

Cas bi-dimensionnel

u x
Uy

avec les opérateurs de dérivation assemblés

D,=I,®D,

D,=D,®1L,

e sous forme assemblée

D.u
D,u
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Interpolation _
D; =1, ® Dy
Cas bi-dimensionnel

D, up

e Cout de stockage de la matrice assemblée O(p})
® Cout du produit matrice-vecteur O(p?)

® |e stockage morse de la matrice assemblée est impératif
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Interpolation

Cas bi-dimensionnel

U,=D,UI]

® Cout de stockage de la matrice mono-dimensionnelle O(p?)
® Cout du produit matrice-matrice O(p3)

® Possibilité de stockage morse de la matrice mono-dimensionnelle

efficace si cette matrice est creuse, ce qui est le cas pour les méthodes d’ordre bas
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Interpolation
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Cas tri-dimensionnel

En trois dimensions, les opérateurs de transformation assemblés
deviennent

P=3.08,0P,
2=%.08,08,

et les opérateurs de dérivation assemblés s'écrivent

D,=L®I,®D,
D,=1.eD,®I,

D.=D.®L,®l,
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Cas n-dimensionnel

En n-dimensions, les opérateurs de transformation assemblés deviennent

=%, .00, 0.0, @D,
-9, ©..08, .08, 08,

et les opérateurs de dérivation assemblés s'écrivent

D, =1, ®.0L ®..0L, D,

D, =1, ®..0L, ®...9D,, @I,
D, =L,®...0D,, ®...01, ®1,
D,, =D, ®..0L,®...0L, 0L,



Complexité géométrique Interpolation
o]

00000
[e] 000000000
[e] [e]

Tensorisation Références
©00000 o
o

[e]
[e]

Tensorisation

wp (@, 1) = U (064 (@)Y ()
Cas bi-dimensionnel

® Formulation faible
(Oru,v) + A(u,v) = F(v)
® Fonctions test dans |'espace d'interpolation
on(z,y.t) = Vig (001" (2)85” ()
® Approximation

(8tuh,vh) + A(uh, Uh) = f(’Uh), Yvp, € Vj,
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. . (O¢up,vp) + A(up, vp) = F(vp)
Tensorisation

up(z,y,t) = U ()65 (@)Y (1)

Cas bi-dimensionnel op (. 1) = Vig (0687 ()68 (1)

Avec ces approximations, les équations semi-discrétes deviennent
U@ 61", 6 6) + U A0 6", 67 6
=Fu(oy" 6", 6" \"), Vi, j)
Sous forme indicielle, le premier terme s'écrit
Wij — Ukl(d)](f) l(y)7 ¢Z(T)¢§y))

= M, [Ul [Mg]zj
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Cas bi-dimensionnel
Ceci s'écrit
e sous forme factorisée e sous forme assemblée
. w=(M,®M,)u
W =M,UM, (M, & M)

=M

avec la matrice de masse assemblée

M =M, ® M,




Complexité géométrique

[e]
[e]
[e]

Interpolation
00000
000000000
o]

Tensorisation Références
000000 o
o

[e]
[e]

Tensorisation

Cas bi-dimensionnel

Le second terme des équations semi-discretes s'écrit
Wi = UnA(o” 9", 6 6")
Pour un opérateur a variables séparables tel que

Alu) = Ag(u) + Ay(u)

il vient

Wi = A (07, 65V UL (07, 6) + (617, 97V Ui Ay (612, o))

= [AL]ik [Ul My 11 + M i [U]r[A] 11



Complexité géométrique Interpolation Tensorisation Références
o] 00000 00000 o]
o] 000000000 o]
o] o] o]
o]
Tensorisation
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Ceci s'écrit
e sous forme factorisée e sous forme assemblée
w=(M,A,+A,M,)u
W=A,UM, + M, UA/ M, © A + Ay O M)
=A

avec la matrice de discrétisation assemblée

A=M,®A,+A, @M,




Complexité géométrique

Interpolation Tensorisation Références
o] 00000 00000e o]
o] 000000000 o]
o] o]

[e]
[e]

Tensorisation

Cas bi-dimensionnel

On peut ainsi écrire les équations semi-discrétes sous la forme standard

Mu + Au = Mf

avec

M =M, ®M,
A=M,0A,+A, oM,
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Tensorisation M= M, @M,
A=M, ®A; +A, ® M,
Cas tri-dimensionnel

En trois dimensions, la matrice de masse assemblée devient

et la matrice de discrétisation assemblée est donnée par
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Tensorisation M= M, & M,
A=M, ®A; +A, ® M,
Cas n-dimensionnel

En n-dimensions, la matrice de masse globale devient

M=M, &®...9M,, ®...®M,, ®M,,

et la matrice de discrétisation globale est donnée par

A=M, ®...9M,, ®...0 M,, ® A,,
+M,, ®...0M,, @...0 A,, ®M,,

+M,;, ®..0A,, @... M, ® M,,

+ A, ®...0M,, ®...0 M, ® M,,
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® High-Order Methods for Incompressible Fluid Flow, M.O. Deville,
P.F. Fischer, E.H. Mund, Cambridge University Press, 2002
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