Examen Commande Numérique des Systemes Dynamiques Eté 2019

Nom, Prénom, SCIPER :

1.1 2.1 3.1 4. || Tot. Signature:

total : 70 pts

Section :

Probleme 1 — (15 pts)

Soit le schéma donné a la figure 1.

Y(z2)
U(z)*

1. Calculer la fonction de transfert discréte

2. Calculer la réponse indicielle {y(kh)|k > 0}.

U(z)—» 8 | > Y(z)

Figure 1: Schéma avec deux délais.

1. Fonction de transfert.
Y(z) =8U(z) +z 16 Y(z) —5272Y(z)

Y(z) +5272Y(z) —z 1 Y(2)6 = 8U(z)
(1—6z"1+5272)Y(z) = 8U(z)
Y(z) 8 822

U(z) 1—6z 14522 2—6245



2. Réponse indicielle.

822 z
Y(z) = 22 —6z+5z—1
_ gz
(z—=1)2(z—5)
_ 10 24k

y(k) = 2( 9+ 527 — 4k)

= —45-125.5—2k

Probleme 2 — (15 pts)

Soit I'équation aux différences

y(k+2) +y(k+1) + 0.2y (k) = u(k) + 0.32u(k)

Calculer y(k) quand u(k) = (=2)~%, k > 0.

z

2 Y(z) +2zY(z) +02Y(z) = 1.32U(z) = 1.32 ——
z+ 3
z 1
Y = 132
@) z+ 1 (2+2+02)
1.32z

(z + 0.5)(z + 0.2764) (z + 0.7236)

z _ 1 z n 1 z n 1 z
(z+a)(z+b)(z+c) (a—Db)(a—c)z+a (b—a)b—c)z+b (c—a)(c—b)z+c
Aveca =0.5,b =0.2764 et c = 0.7236
B 1.32 R 1.32 - v
v = G5 02768)(05 —07236) )+ 0276a —05) (02762 —0.7236) L ¥

1.32 v
—0.7236
107236 — 05)(0.7236 — 0.2764) ( )

—26.4(—0.5)F +13.2 (—0.2764)% + 13.2 (—0.7236)




Probléeme 3 — (20 pts)

Soit le systeme analogique de fonction de transfert

_Y(s) 2
G6) = Uy ~ 56410 @

1. Discrétiser la fonction de transfert en utilisant la méthode de maintien d’ordre zéro (ZOH) avec
une fréquence d’échantillonnage de 5 [Hz].

2. Déterminer les coefficients u et § de I’équivalent analogique en w:

/ —0.00476 w* — 0.105w + p
H (w) =
(@) W+ 7.62w+0

3. Déterminer la graduation sur les axes du diagramme de Bode de la figure 2.

Diagramme de Bode
20 T ——— T ——— T ————

Amplitude (dB)

270 T _ _

Phase (deg)

| i i P S e S | i i P S e S |

Pulsation (rad/s)

Figure 2: Diagramme de bode de H "(w). La pulsation v est représentée en échelle logarithmique.

4. Dessiner sur le méme diagramme, le diagramme de Bode asymptotique en amplitude et en phase.
5. Déterminer le gain qui assure une pulsation de croisement de 8 [rad/s].

6. Déterminer la marge de phase associée.




1. Discrétisation:

G _ 2 11,11 1 1
s  s2(s+1) 50s 5s2 50s+10
z—1 _1 (G(s) z—1 1 z 1 02z 1 z
z(ct = —— - -
z (E <s )> z <502—1+5(z—1)2+502—0.135>

1 1/502 1 z-1
50 T z-1 502013
—25(z—1)(z = 0.135) + £ 0.2 (z — 0.135) + 2 (z — 1)2
(z—1)(z —0.135)
0.0227z +0.0119
22 —1.135z+0.135

2. Coeffcient u et 6 Le plus expéditif est de constater que la structure de I'intégrateur est maintenu
par le processus de discrétisation et de I’équivalent analogique correspondant. Ceci conduit a

6=0

Ensuite, on peut remarquer que le gain statique doit correspondre pour avoir un modele analogique
équivalent. Ce qui conduit a

2 _r

10 7.62
et donc 76

=2 7% — 1524
" 10
Ceci est confirmé en effectuant la substitution
__ltwol

 1-—w0.1

dans H(z)

/ 0.0119 +0.0277 1234

2
1 0.1 1 0.1
(Fu34)" - 1135480 + 0135

0.0119(1 — w0.1)2 + 0.0227 (1 + w0.1) (1 — w0.1)
(1+w0.1)2 — 1.135(1 + w0.1)(1 — w0.1) + 0.135 (1 — w0.1)2

En effet le terme constant du dénominateur disparait (assurant § = 0) car
0=1-1135+0.135=0
et en ne retenant que le terme constant du numérateur divisé par le terme devant w? au dénominateur

0.0119 + 0.0227 _0.0346

= = — 1524
H = 001 (1+1135+0.135)  0.0227

ce qui est cohérent avec le calcul précédant.
3. Graduation sur le diagramme de Bode. 1 Se référer a la figure 3

4. Diagramme de Bode asymptotique
Poles:enw = 0etenw = —7.62
Zéros:enw = 998 eten w = —32

Confirmation des zéros par le calcul:

0.105 £ /(—0.105)2 + 4 - 1.524 - 0.00476

—2-0.004776
0105402 [ —32
—2.0.00476 | 9:98



En basse fréquence, v << 7.62, le systeme est approximé par

1.524 1

7.62 w
qui est un intégrateur et donc —20 [dB/decade] au début du diagramme et on calcul que pour
v = 0.2 [rad/s] on a un module de 0 [dB]. On détermine ainsi la graduation sur 1’axe de pulsation.
Entre les pulsations 7.62 et 9.98 on est en —40 [dB/decade].
Ensuite, entre 9.98 et 32 on est a nouveau en —20 [dB/decade].

Finalement, apres 32 [rad/s], on aura une pente nulle de 0 [dB/decade].

v 7.62 9.98 32
dB/dec || -20 -40 -20 0

Pour la valeur asymptotique finale on aura

20 1og,(0.00476) = —46.4 [dB]

et a la pulsation v = 60 [rad/s] 'approximation basse fréquence % % passera par

1.524 1

Ceci correspond au trait en traitillé sur la figure 3.

En ce qui concerne la phase, on a les valeurs asymptotiques suivantes

1.524 1
% R—

76270 7 = +270[deg.]
1.524 1
e —— =41 .
Gvi7eau & 2= T180ldes]
—0.00476 - 32 - (jv — 9.98) 1 _
(ju+7.62)-jv - v +90[deg ]
—0.00476 - (jv — 32)(jv — 9.98) (jv)?
(v +7.62)jv 7 (e = T180ldeg]
ce qui donne le tableau suivant
v 7.62 9.98 32
arg || +270 +180 +90 +180

Ces valeurs asymptotiques sont représentée a la figure 3.

. Gain pour avoir une pulsation de croisement de 8 [rad/s].

On lit sur le graphique lorsque v = 8 [rad/s] sur I’échelle logarithmique, approximativement 33
[dB] ce qui donne un gain de
k =100/ = 446

En effectuant les calculs:

. 2 . 2
1 _ 1/(64-0.00476 + 1.524) + (8 -0.105)> _ 2.0123 _ 0.02276

k 642 + (7.68 - 8)2 88.4

Le gain est donc de
1

k= 00276 — 139

ce qui correspond en dB:
20log;,43.9 = 32.85[dB]
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Figure 3: Diagramme de Bode asymptotique.

6. Marge de phase associée.

On lit sur le graphique un rapport de 6 [mm] sur 15 [mm] avec 15 [mm] correspondant a 45 [deg.],
ce qui donne

6
=—45=1 .
P 15 5 8 [deg.]
Calcul:
0.00476 - 64 - 1.524 — 0.105-8 - j
—64+4+7.62-8-j
en argument:
= arctan —0105-8 — arctan 7.62-8
¢ = 0.00476 - 64 + 1.524 —64

arctan (—0.46) — arctan(—0.9525)
2467 +436 =1893  [deg.]

Probleme 4 — (20 pts)

Soit la fonction de transfert en boucle ouverte discréte

00316z +0.0143

H —
(2) = 710827 0.08




On aimerait dimensionner un régulateur RST pour ce systéme.
1. Soit un modele a poursuivre

_ Bu(z)
Am(2)

Hy,(2) )

On aimerait avoir deux poles en 0.5 et, si possible, la simplification du zéro de H(z). On aimerait
également que le modele a poursuivre ait un gain statique de 1. Est-ce que ces spécifications sont
raisonnables ? Si oui proposer un modéle a poursuivre le plus simple possible qui remplissent ces
objectifs.

2. On fixe le polynéme observateur a réponse pile du troisiéme ordre
Ag(z) =2°
3. Déterminer les polyndmes R(z), S(z) de structure suivante

R(z) = Z2+rz+n
S(z) = spz+s1

de telle sorte a satisfaire I'équation de Diophante associée. Utiliser a cette fin le lemme d’inversion
matricielle dans la table fournie.

4. Calculer le polynéme T(z).

1. Modele a poursuivre: Le zéro est
—0.0143

00316 —0.4525

comme il est bien amorti, il pourrait étre simplifié. Toutefois il est pres de la limite 0.5 et également
proche des poles en boucle fermée imposés. On décide de la conserver dans le modéle a pour-
suivre. Ce dernier est pris le plus simple possible afin d’avoir deux poles en 0.5 et aucun statisme.
Ainsi

7 -(0.0316z+0.0143) - (0.0316z + 0.0143)

(z—05)2 B z22—z+40.25
Pour garantir aucun statisme vy - (0.0316 + 0.0143) = 1 — 14 0.25 = 0.25, et donc

0.25
7= 50459 0P

By _ 5.45(0.03162 + 0.0143) b0 Z + byt

Ap 72 — 74025 24 az4am

2. Polynéme observateur est donné:
Ag(z) = 2°

3. Déterminer les polyndémes R(z) et S(z): Les données sont

Alz) = 22-1.08z+008=224a;z+a,
B(z) = 0.0316z+0.0143 = byz + by

et on a trouvé
AgApn =2 —24 402522 =22 4 (124 + ¢ 28



Avec la notation générale du cours

1 0
aq 1 s b() 0 " 1 —mM
an a N bl bo 1 Cyr — dap
TsR ]
. . = | cs54—a
asa + o bsa 50 ‘5’2 o4
' ) SA+1
0 asa . .
: : 555 c
: OR+05+1
0 0 0 bsp
Avec les données précédantes
1 0 0 0 " —1—(-1.08)
—1.08 1 0.0316 0 o) _ 0.25 — (0.08)
0.08 —1.08 0.0143 0.0316 S o 0
0 0.08 0 0.0143 S1 0
ce qui conduit apres inversion avec le lemme de la table
r 1. 0. 0. 0. 0.08 0.08
o) 0.332726  0.264744 —0.58503 1.29279 017 | 0.071625
S 23.6479 23.2676 18.5136 —40.9112 0 o 5.84732
s1 —1.86141 —1.48109 3.27289 62.6977 0 —0.400697

ainsi en résumé

R(z) = z*>+0.08z4 0.071625
S(z) = 5.84732z — 0.400697

et une petite vérification facultative donne avec

A(z) = 2% —1.08z 4 0.08
B(z) = 0.0316z + 0.0143

AR+BS=72>—2240252z+87-10"°

4. Déterminer le polyndme T(z): On doit avoir

B(z)T(z) = Bu(z)Ao(z)
(0.03162 + 0.143) T(z) = 5.45(0.03162 + 0.0143) .23
et on trouve
T(z) = 5.452°

On constate que ceci conduit a une réalisation non causale car le degré de T(z) est supérieur a
celui de R(z). Une solution a cette difficulté est de réduire le polyndme observateur a Ag(z) = z2
et d’introduire un pdle a l'origine dans le systeme a régler. Ceci ne change en rien le produit
Ap(z) Am(z) et donc les solutions R(z) et S(z) obtenues précédemment. Ainsi,

Bu(z) _ 545 (0.03162 + 0.0143)
Am(z) 23 — 224 0.25z

et le polyndéme T(z) s’écrit
T(z) = 54522

conduisant a une solution causale satisfaisante, car les pdles dominants demeurent le pole double
en 0.5, malgré la présence du pole a réponse pile dans le modele a poursuivre.

Autre méthode avec simplification du zéro



1. Modele a poursuivre. Pour garantir le statisme nul Hy, (1) = 1, et la simplification du zéro conduit
a

_ Bu 0.25

= e—— T e——— 3
Ay 22—2z+40.25 ©)

Hy,
afin d’avoir les deux poles en 0.5.
2. Si on simplifie le pole le degré de R’ sera de un et donc
R =z+ rll

On doit résoudre )
AR +B~S=A, A

Il faut baisser 1’ordre du polynéme observateur et poser Ay = z. Autrement dit, il faut résoudre
(z2—1.08z+0.08) R +0.0316 S = (2% — z+ 0.025) - z
3. Calcul des polyndme R et S: En factorisant

B =0.0316z 4 0.0143 = B~ - Bt = 0.0316 - (z + 0.4545)

et en utilisant le lemme d’inversion matricielle on doit calculer

-1

1 1 0 0 0 1 1
ro| | 108 1 0 0 -1 | _ 0.08
so | | 008 —1.08 00316 0 025 | — | 811392
51 0 008 0 00316 0 —0.202532
ce qui donne
R = z+008
S = 811392z —0.202532

et un vérification conduit bien a
(2> —1.08z + 0.08)(z + 0.08) 4 0.0316 - (8.11392 z — 0.202532) = 2z — 2> + 0.25z

En introduisant le facteur de la simplication (le zéro) on obtient le polynéme

!

R=B"-R = (z+04545)(z+0.08)
= 224 0.5345z + 0.03636

4. Calcul du polynéme T:

Avec
B = 0.0316z 4 0.0413 = 0.0316 - (z + 0.4545) = B~ B*
B, =025 =B~ B, = 0.0316 B,
on a ,
BT = AyB B,
et comme
B~ = 0.0316
Ao = Z
: 0.25
By = Gose = 79U



et donc

TB~ = AyB B,
T-0.0316 = z-0.0316-7.911
T = z-7911 4)
Vérification finale:
BT B (0.0316z + 0.0143) - z - 7.911
AR+BS (22 —1.08z + 0.08)(z + 0.4545)(z + 0.08) + (0.0316 z + 0.0143)(8.11392 z — 0.202532)

z-0.0316-7.911
(22 —1.08z + 0.08) (z + 0.08) + 0.0316 - (8.11392z — 0.202532)
025z 0.25

23 —-224025z 2z22—2+40.25

10



Linéarité

({ 1(kh)} + {wa(kh)}) = Z({wy(kh)}) + Z({wa(kh)})
{( h}) =aZ(w(kh)) acC

Décalages temporels

Z(w(kh —dh)) = z79W(z) deNN
Z(w(kh +dh)) = zW(z) — Zitol w(ih) 29~ deNN

Dérivation complexe

Z(khw(kh)) = —hz 9Y(z)

Changement d’échelle complexe

Z(aw(kh)) :W(ﬂ%) ae€Ca#0

Valeurs initiale et finale

w(0) = lim; 00 W(z)
limy o w(kh) = lim,_,1(z — 1)W(2) |zi| <1

Produit de convolution

2 (Thoou(th)g(kh — 1)

N———
—
N
~—
c
—
N
~—

Accumulation

2 (Tow(in) = 2 W)

Différence

Z(w(kh) —w(kh —h)) = ZLW(z)

Table 1: Tableau de la grammaire de la transformée en 2
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N° w(t) L(w(t) w(kh) Z(w(kh))
1 5(¢) 1
2 A(kh) 1
3 1 1 1 =1
4 t 5 kh (zﬁzl)z
5 3t 5 3 (kh)? }122(,22(5;13)
O 1 ) img o GO 2 ()
” ot L p—akh e
8 tem e ket =
9o | e s 3 (ki 2e ek T
10 | dptte | iy | gdplaytes | GOED 2 (2 )
11 sin(wt) 74 sin(wkh) %
12 cos(wh) o cos(wkh) %
13| e tsin() | pregr | e Msin(kl) | gt

Table 2: Tableau des transformées en Z et de Laplace
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14 || e cos(wt) mf&rﬁ e~ cos(wkh) széjj,,ifj;c(f,j;‘;’fglm
15 ak Z
16 ka1 ean
17 Tk (k—1)ak—2 EanE
18 i (T30 —)) (1) e
Table 3: Tableau des transformées en Z et de Laplace
W}z]k — o2
x(k) = L zn%:% X(n) Wiy X(n) = YN x(k) Wi
y(k) = x(k)g (k) Y(n) = § Xpo X(m)G(n —m)

y(k) =2 x(Dg(k—1)

X(n)G(n) TFD avec Ny + Ny — 1 échantillons

x(k — ko) cyclique

Wy, X (n)

o R -

= v = O

Table 4: Table transformée de Fourier discrete

-1
1

o N O
TN OO

T 2y —abx + B2

0
b2

a’y — abx + b?
b(ay — bx)

b(x*—y) —axy ay—bx

y(bx —ay) —by

0 0
—ab a?

b —a
ay b—ax

Table 5: Résultat de I'inverse d'une matrice particuliere
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