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Motivation

Besoin de créer un isomorphisme entre :

produit de convolution produit de polynémes
=
{F(®)} + {o()} F(s)G(s) )
aneaic j ancsee inlire
ALy /'//m:ylrf'/m
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Le produit de convolution (rappel)

Le produit de convolution (rappel)

()} * {9(1 {/f t—rdr}

Définition

Propriétés
o Commutativité
{F(@®)} ={g(®)} ={g(®)} = {f ()}
e Associativité
{f@®} = {g®)}) * {h(®)} = {f®)} * ({9()} * {n(t)})

@ Distributivité par rapport a I'addition

{f®} = ({9} +{n®)}) = {F @)} + {g(O)} + {f ()} » {h()}
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La transformée de Laplace

La transformée de Laplace

se C
Définition

F(s) = L({f(B)}) = /O e
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Conséquence sur le produit de convolution

Conséquence sur le produit de convolution

£y ton) = [ (/ fr —TdT) iy
= / F) —7)e *Hdrdu
= / / e *Mdudr

Changement de variables e =y — retdoncde =dpetpy=e+r
LEFOY {90 | = / F(r)g(e)e e Tdedr
= STdT g(e)e_sede
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Dictionnaire

Dictionnaire élémentaire

Exponentielle

L({e"}) = /000 eTe  Tdr

o0 1 o
_ / a7 g [ e(a—s)f}
0 a— S 0

1 1
= 0— =
a— S s—a

v

el ot { — 4 ,4_
ra/)/J {e j 1—& &7 Py
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Dictionnaire

Dictionnaire élémentaire

Sinus

() — {7

(i) = o ¢

. 1/ 1 |
) = 5 () b A
_ ls+j—s+j S
2 s241 :
_ 1 —_J 0
A1 C A )
.o‘e/wﬁ)} > «w i
4 sk w* 2
__JU
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Dictionnaire

Dictionnaire élémentaire

Cosinus
feost) = ZTACT)

o) = 3 (554 51)

s—j Ss+7
ls+j+s—7
2 241

s
5241

{oe)) 25 —F——

sty w?
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Grammaire

Grammaire élémentaire

Décalage en s

e Mf(t) & Fs+X)

Démonstration

F(s+X) = /OO f(r)e TN gr
0

= /OO e M f(r)e *Tdr

0
YRS e_)‘tf(t)
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Grammaire

Grammaire élémentaire

Décalage dans le temps

e(t =N f(t =) < e MF(s)

Démonstration

e MF(s)=e" /f —”dT—/ flr

(remarque : p=A+7,7=0=pu =\ du=dr)
/fT)eS“d,u
A
= / flp—
A
& e(t—=Nf(t—N)

s(T—i—)\) dr

Ne = [ el = 2= Ne
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Grammaire

Grammaire élémentaire

Mise a I'échelle de la variable temporelle
wT = p, dr = %d,u

L (wt)} / Flwr)e*Tdr
-
= aF (w)

E\t

Yodp

Dr. Ph. Mullhaupt Commande des systemes dynamiques S

E

12/23



Grammaire

Grammaire élémentaire

Techniques de démonstrations
intégration par partie
avec U= [yetd=[¢,ona

/\If¢+/wq>=[\1u1>]

et donc

[wo=wa)- [ve

et

/¢<1>:[w]-/qf¢

Dr. Ph. Mullhaupt Commande des systemes dynamiques SIE 13/23




Grammaire

Grammaire élémentaire

Dérivation

{F'(t)} < sF(s) - f(0)
Démonstration 3 Y{;”)}: '<¥I/})j

ﬁ({f’(t)})SZ | rear + $lo
\ = /WD avec v =f'(r) ®=e"

s

cet

/Q/ﬂafé/ _er00 00 L
a/mfr/z oty = TG s K f(r)e "dr
o 0= £0) + sF(5)

/7
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Grammaire

Grammaire élémentaire

Intégration -—/ E/f)) ,’t:
c <{/0tf(r)d7}> o %F(s) - %
Démonstration

c({] tf(u)du}) = [ swan} e
— [wo—(wa)- [ve
= [/fudu— ] / f(r)e *Tdr

~ 0—-0+ F()

v
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Transformée de Laplace inverse

Transformée de Laplace inverse

Soit f(t) une fonction f(.) : R — R de croissance bornée par une
exponentielle | f(t)| < Ce*, Vt, avec a,C € R™.

Formule de Mellin

1 T+j00 P td
t —_ — s
f(t) o] /xjoo (s)e®ds, T >a
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Transformée de Laplace inverse Série de Fourier

Série de Fourier

Soit f(t) une fonction périodique de période T', c.-a-d.
ft+T) = f(t),Vt.

Représentation

f) = Z cped T c, €C

k=—0o0

- 2kT

t+T
cr = / f(re 7 7dr
t
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Transformée de Laplace inverse Transformée de Fourier

Transormée de Fourier

Soit f(.) : R — R une fonction éventuellement discontinue mais de
croissance bornée par une exponentielle | f(t)| < Ce, ¥t > 0 avec
a,C € RT.

Représentation

1 [t
fity = — G(]w)ewtdw

G(jw) :/ f(r)e 7“Tdr

Attention : La transformation ne converge pas forcément aux points
de discontinuité.
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Transformée de Laplace inverse Transformée de Fourier

Transformation de Laplace inverse

Démonstration de la formule de Mellin
Soit £ > a un nombre réel fixe et soit la fonction auxiliare

o(t) = e " f (1)

Elle admet une transformation de Fourier et donc

o(t) = = / - < o ¢(T)ejW<t—T>dT> dw

27 oo

Ainsi, étant donné que f(7) = 0 pour T < 0,

e—ztf(t) _ i > </OO —:m-f( )ejwt T)d7_> dw

27 J —00

= 1 eIt </ 6_($+jw)tf(7')d7') dw
27 —00 0
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Transformée de Laplace inverse Transformée de Fourier

Transformation de Laplace inverse

Démonstration de la formule de Mellin (suite)
En posant s = x + jw

1 00 ) 1 T+joo
f(t) = F(s)e@ 9ty =

21 J o

— F(s)e®lds

27T.7 T—jo0

Lintégrale est effectuée dans le plan complexe le long d’'une droite
verticale paralléle a 'axe imaginaire et passant par la valeur rélle z.
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Transformée de Laplace inverse Transformée de Fourier

Dictionnaire étendu

Q )l  Rs>0 [ =
)95(75)H1 4

Q t" & I Rs >0
llg e ¢ L Rs > Ra

Q smwiT =

T Rs > |Sw|
+w
Q cos(wt) & =25 Rs > |Sw| / {M[WH}

52+w2
@ sinh(\) & 225 Rs>RA
Q cosh(\t) « 2 RNs > N
52—\
e tneat e W %S > éRa
Q@ tsin(wt) + (23%2) s > |Sw|
@ tcos(wt) (822;52)2 Rs > |Sw| /
” @ Msin(wt) & ﬁ Rs > (RA + |Sw)) \7o

@ cMcos(wt) o 72 Rs > (RA + |Sw|)
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Transformée de Laplace inverse Transformée de Fourier

Grammaire étendue

Q f(t) « F(s)

Q YL kifi(t) & X kiFi(s)  ki€R

Q flw)«LlF(2) weRf

Q cMf(t) & F(s+ ) «——

Q ct—7)f(t—7) e ¥TF(s)

O (1) & s (F(s) - L0 - - L00) &—

@ [l f(r)dr > LF(s) l
Q (- )"t"f()HF( (s)
Q limy o ft) < hms—>0[ F(S)
Q hmlHO f(t) < limgyo0[sF(5)
(1] fo t—T)dT<—>F( )G(s)

@ [ F(p)dp <+ £

]
]
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Justification de I'isomorphisme

Justification de I'isomorphisme

Lalgébre des polyndmes est integre
@ Fait bien connu
@ Un polynédme non nul n’admet pas de diviseur de zéro
@ Autrement dit si

F(s)G(s) =0 = F(s)=0o0u G(s)=0

Th. de Titmarsch : I'algébre de convolution est integre
@ Fait non complétement trivial
@ Lalgébre de convolution n’a pas de diviseur de zero
@ Autrement dit si

axb=0 = a=0o0u b=0
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