Professeur J. Duparc Logique Mathématique 2 décembre 2024

Série n°12

Exercice 1 : Donnez une preuve en calcul des séquents des séquents suivants.

1. Fov—p 4. = —=(p A1) > (—p v )
2. Fo— (Y —v) 5. —=(——¢ = @)
3. = =9

Parmi ces preuves, déterminez lesquelles sont faites en logique classique, en
logique intuitionniste et en logique minimale.

Exercice 2 :

Soit £ = {R, f} un langage égalitaire du premier ordre avec R un symbole
de relation binaire, et f un symbole de fonction.

1. Dans chacun des cas suivants, donner une formule close ; telle que pour

toute L-structure M = <M, RM, fM> :
a) M = ¢ ssi RM est transitive.
b) M = pg ssi RM est irréflexive.
¢) M = @3 ssi M admet un élément RM-minimal !.
d) M = @4 ssi RM est asymétrique. 2
) M |= @5 ssi fM est la fonction identité sur M.
f) M |= g ssi le graphe de fM est contenu dans RM.
g) M = @7 ssi RM est réflexive.
2. Lesquelles des assertions suivantes sont vérifiées ? Justifier.
a) {¢1, 02} e @1
b) {p1,p2} e 3.
c) {ws, 6} e 1.
d) {ps,v6, P2} e @s.

(§]

1. C’est a dire un élément qui n’admet pas de minorant pour R.
2. Une relation par R est dite asymétrique sur un ensemble F s’il n’existe pas deux points
de FE en relation réciproque par R.
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Exercice 3 :
Montrer que les séquents suivants ne sont pas prouvables en logique classique :

1.

AN o o

= Va(P(z) — Yy P(y))

= Vz(P(z) = Q) — (yP(y) — V2Q(2))

= 3yve (P(z,y) — —P(z,z)) A (=P(z,2) = P(2,y)))
= Va3yP(z,y) — Iy Py, y)

FVo(—z ~c— 3y z >~ s(y))

Indication: Utiliser le théoréme de complétude.



