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SERIE &

1. Soit f € C°(]0,00) x R™ R™) une fonction telle que I’équation
a’ = f(ta .CL‘) (1)

admette une unique solution x = x(t; g, xg) pour toute condition initiale x(ty) = zo, tg = 0. Soit
¢(t) une solution de (1), définie sur un intervalle [t,, 00), t, > 0. Prouver le résultat suivant.
Si, pour tout ty > t, il existe 61 = d1(tg) tel que

lzo — ¢(0)] < 61 = tlggo |z(t; o, w0) — @(t)| = 0,

alors ¢ est stable.
Remarque : Ainsi, si 'on a unicité pour le probléme de Cauchy associé a (1), il est redondant
d’imposer que ¢ est stable dans la définition de stabilité asymptotique.

2. On considére ’équation scalaire
' =a(t)z,
oit a € C°([0,00),R). Prouver les résultats suivants sur la stabilité de la solution nulle x = 0.

(a) La solution nulle est stable si et seulement si
t
aM >0, vVt >0, /a(s)dséM.
0

(b) La solution nulle est uniformément stable si et seulement si

t
dM >0, VO <ty < t, /a(s)dséM.

to

t

(c) La solution nulle est asymptotiquement stable si et seulement si tlim a(s)ds = —o0.
=00 Jy,

On considére alors 'exemple a(t) = sin(Int) + cos(Int) — a, avec 1 < a < /2. Montrer que, dans
ce cas, la solution nulle est asymptotiquement stable mais pas uniformément stable.
Indication : Construire deux suites {ton}, {tn} telles que ftto’; a(s)ds — co.

3. On considére ’équation autonome
o' = f(),
ott f € C°(R"™,R"). Prouver que la solution nulle x = 0 est uniformément stable si et seulement si
elle est stable.

4. Soit k € R, |k| < 1/+/2. Déterminer dans les cas suivants si le systéme 2’ = A(t)z est stable,
uniformément stable, asymptotiquement stable :
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