EPFL, Printemps 2025 Equations différentielles ordinaires Francgois Genoud, SMA

SERIE 4

1. Soit D C R x R™ x R un ouvert et f = f(t,z;u) € C*(D,R"). Pour (to,xo; ) € D, prouver que la
solution & = z(t; u) du probléme de Cauchy
o = f(t,wip),  x(to) = o,
est de classe C! en (¢; u) sur son domaine de définition et que 8,z (t; ) satisfait
T=g(talt pi )y +ouf(ta(tn)in),  ylte) =0,
ou

gt x(t, pm); p) = O f (£, (L5 10); 1)

2. Considérons le probléme de Cauchy dépendant du parameétre p € R
ot

1+ ema®’

(a) Montrer que, pour tout p € R, la solution z,(t) est unique et globale.

z(0) = 1.

(b) Déterminer lim, o x,(t) en justifiant rigoureusement votre réponse.

3. Soit f € C(R",R") et soit ¢(t; ) la solution du probléme de Cauchy
' = f(z), x(0) = xo.

On considére les applications ¢; : R™ — R™ définies par xg — ¢¢(xo) = ¢(t; x0). Montrer que, pour
tout ¢ fixé, ¢ préserve le volume si et seulement si div f = 0 sur R™.

4. Soit f € CO(R x R",R™) une fonction localement lipschitzienne en x € R™, telle que f(¢,0) = 0. Si
x(t) est une solution de z’ = f(t, x) telle que 2/(0) # 0, montrer que z(t) # 0, pour tout ¢ € R.

5. Considérons le probleme de Cauchy
o' = f(x),  x(to) = o, (1)

pour f € C°(R,R) et (tp, z0) € R% Supposons que zf(z) < 0 pour tout x # 0. Montrer que toute
solution de (1) existe sur [tg, c0), est monotone sur cet intervalle, et satisfait lim;_, o z(t) = 0.



