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SERIE 7

1. Prouver les points (d) et (e) de la proposition 7.1. Solution : Soit B € C™*™.
(d) Soit T' € C™*™ inversible. Pour tout k¥ € N :

(T'BT)" &< | B (& B
2oy LT T )T
i=1 i=1 i=1
Par conséquent en passant & la limite nous obtenons :
k -1 i k i
T-1BT _ g (T BT) _ -1 : B _ m—1.B
e —hm;i!—T klggozz—‘ T=T "e"T.

B 0

1 nxn —
(e) Soit By, By € C etB—(O By

> e C2"*2n_ Pour tout k € N :

Bi 0

ZBZ=Z<O B)(Z 03,)
.' .' k 1 .
‘ v i v 0 Zi:l it

Par conséquent en passant a la limite nous obtenons :

k i . k B B
eB = lim E = hmk‘!—)OO Zi:l K 0 Bi = (e ' g >
.‘ . k: 7 2 .

2. Déterminer e' pour les matrices A suivantes, ot § € R* :

@a= (3 L) ma=(i ) wa=(5 ).
Solution :

(a) A= <—01 _12> Les valeurs propres sont —1 et —2, associées aux vecteurs propres ((1)> et

1 .
<_1>, respectivement. On calcule alors :

oo DE )6 )
=6 W00 )6 )
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1 . ) .
(b) A = 4 3 ) Les valeurs propres sont 2 + V3 et 2 — Z\/g, assoclées aux vecteurs propres

1 t 1 ti t. O lcule alors :
13 e 1403 , respectivement. On calcule alors :

1 1 t(2 +iV/3) 0 1 1 !
oA _ o\ m1 =B —1+0V3 0 t(2—iv3) ) \-1-ivV3 —1+iV3

1 1 1 el2HV3) g ~1+4/3 -1
T 2v3\-1—-iv3 —14+iV3 0 ot2=iv3) |\ 14+4v3 1
e oitV3 eTitV3 <—1 +iV3 —1>
i2v3 \ (=1 —iv3)elV3 (=1 4iy3)e V3 | \ 1+iv3 1
_ et (—1+ i\/g)e“‘/g +(1+ i\/g)e_”‘/g _eitV3 + e—itV3
i2/3 4eitV3 _ goitV3 (14 iv/3)eV3 4 (=1 + iy/3)e V3
e [i2¢/3cos(tV/3) — i2sin(tV/3) —i2sin(tv/3)
P NE] i8sin(tv/3) i2v/3 cos(tv/3) + i2sin(tv/3)

_ eit (3 cos(t\/g) — \/§sin(t\/§) —\/gsin(t\/g) )
3 4/3 sin(tV/3) 3cos(tv/3) + v/3sin(tv/3)

(c) A= <2 _Oﬂ> On note tout d’abord que :

) =5 (3 3 )wear=es (0 O) et = (O D)ot = (g )

Par conséquent :

GA 15 <(1) —01> _ g2, (h)° <0 —1> L

2l 5\ o)t
B o L T R G ) L (7
_12'2(2’“)!+<1 0>' 2k — 1)]

=0 k=1

— Iy - cos(tB) + ((1) _01) sin(B).

= (Coutemy -~ ml)),

3. (a) Trouver la matrice principale a tg = 0 de I’équation

, (11
=1y )%
(b) Résoudre le probleme de Cauchy
, (11 et (-1
x—<0 1>x—|—<0>, :c(O)—<1>.
Solution :

(a) En utilisant la proposition 7.1(f), on obtient directement que la matrice principale a t = 0 est :

X () = ¢ <(1) i) .
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(b) Par le théoreme 6.1,

4. Calculer e/ et déterminer la solution générale de I’équation

21 0 0
;o _ 2 0 0
T = Ax, avec A = 00 1 —1
001 1

Solution : On réécrit A = Ar 0 ,avec A = 21 et Ay = -l . Grace a la proposition
0 A 0 2 1 1

7.1(f), on obtient directement I’exponentielle de tA; est :

tA, 2t (1t
el =e (0 1> .
Pour la matrice Ao, on calcule :

R G L vy
IR R (Y
= (5 5)- (et o)

_ (e cos(t) —el sm(t)> ’

elsin(t) e!cos(t)

ou l'on a utilisé la propriété de commutativité des matrices, ainsi que ’exercice 2. de cette série.
Par conséquent :

e?t te 0 0
A (e 0 0 e 0 0
e = tAs | = t t s
0 e 0 0 e'cos(t) —e'sin(t)
0 0 e'sin(t) elcos(t)



EPFL, Printemps 2025 Equations différentielles ordinaires Francgois Genoud, SMA

Des lors, la solution générale est :

et te?t 0 0 c1 c1e?! 4 cote?

o) = | © e 0 0 e cpe®
0 0 e'cos(t) —e'sin(t) 3 csel cos(t) — cyel sin(t)
0 0 efsin(t) el cos(t) cq cze’ sin(t) + cyel cos(t)

Trouver la solution générale de I’équation
10

' = Az, avec A=10 2 1
00

sans déterminer explicitement ‘4.

Solution : On cherche a résoudre sans déterminer I’exponentielle de la matrice A, car il devient
compliquer de réaliser le calcul lorsque la matrice ne peut pas étre décomposée en blocs de taille
inférieure. De ce fait, la méthode des valeurs et vecteurs propres va étre utilisée. On calcule tout
d’abord les valeurs propres :

1-Xx 0 —1
0 2-X 1 [=(1-=XN(2-)7?
0 0 2-2A

qui sont donc 1 avec multiplicité algébrique égale a 1 et 2 avec multiplicité algébrique égale & 2. Un

1
vecteur propre associé a 1 est | 0 |, solution du systéeme d’équation suivant :
0
1-1)z—2 = 0
2-1y+z = 0.
2-1)z =0
De méme pour 2, le systeme :
1-2)z—2 = 0
2-2)y+z = 0
2-2)z =0
0
implique que le sous-espace propre associé a 2 est engendré par | 1 |. Des lors, deux solutions
0
linéairement indépendantes sont :
1 0
zi(t)=e 0], ,z2(t) =€ [ 1
0 0

Il reste a trouver une troisieme solution linéairement indépendantes des deux précédentes. Cherchons-
la sous la forme :
ait + by
.%'3<t) =2 ast +bo |,
ast + b3
avec a;,b; €e R,Vi=1,...,3. Alors :

2ast + a3 + 2bs

(a1 — ag)t + b1 — b3
(2@2 + a3)t + 2by + b3
2ast + 2bs

2a1t + a1 + 2by
zh(t) = e? | 2a9t + as + 2by | , et
Azs(t) = e* (
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On déduit directement que a—15 = 0. Il reste a étudier le systeme suivant :
2by = by — b3
as + 2by = 2by + by

Une solution linéairement indépendante des deux premieres est :

-1
A lt+a ,
1
avec o € R quelconque. Par conséquent, la solution générale est :
1 0 -1

z(t)=cret | 0] +ee® [ 1| +e3e® | ¢
0 0 1



