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1.

SERIE 6

Montrer que la méthode du facteur intégrant pour 'EDO linéaire du premier ordre est équivalente
a la conclusion du théoreme 6.1 dans le cas n = 1.
Solution : L’EDO linéaire du premier ordre est de la forme

' =a(t)r + f(t)
avec a € C°(a,b),R). La méthode du facteur intégrant comsiste & trouver une fonction g €
C'((a,b),R) telle que :
(9(t)z)" = g(t)2’ — g(t)a(t)z = g(t) f(2).

t
La fonction g(t) :=e Jio a(s)ds, ou ty,t € (a,b), satisfait la propriété précédente. Alors, en intégrant
de chaque coté on obtient :

t
g(02(t) ~ at0) = [ 9(5)f(s)ds.
to
La solution dérivée par la méthode du facteur intégrant est donc :
t t t s t t
x(t) = x(to)efto awde | i, a(u)du/ e Jio a(u)duf(s)ds = x(to)efto aluydu | / ol alwdu f(5)ds.
to to

La solution du probléme homogene 2/ = a(t)z est de la forme

y(t) = celo %,

avec ¢ € R\{0},to,t € (a,b). Dans le cas unidimensionnel, y(t) correspomd & une matrice fonda-
1 — [F a(s)ds
e “o

inv - . 501¢ ) i né :
mentale d’inverse Le théoreéme 6.1 assure alors que la solution générale est
c

¢ u t
2(t) = celio @ [ oJig s Jig adv gy odig a)ds / eu o f () du,

to to

ce qui correspond a la méthode du facteur intégrant.

Trouver la solution générale du systeme inhomogene

x) = 3wy — dxe + (8t + 1),
xh=x1 — 222+ (2t + 1).

Solution : Le probleme homogene est :

w1\ (3 -4\ [z L (8t
2]  \1 —2) \x9 2t4+1)°
On commence par calculer les valeurs propres :

det((sz/\ —Q_f)\>> =X -A-2=+1)(\-2),

. ., 1 4 . .
qui sont donc —1 et 2. Les vecteurs propres associés sont (1> et <1>, respectivement. Une matrice

fondamentale du probléme homogeéne est par conséquent :

o7l 4 d’inverse L ¢ —4
_ Y - - _ _ .
o=t @2t ) 3 o2t o2
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Par le théoreme 6.1, la solution générale est :
¢
() = et 4e® (e 1 et 4e¥ e’ —4e\ (8s+1 d
T = et o2t co 3 et e —e 725 o2 925 +1) %
to

qui est fastidieuse a calculer! Pour éviter cette étape, on recherche une solution particuliere du
probleme non-homogene, en supposant qu’elle est de la forme ”polynémes d’ordre 1”7, c’est-a-dire :

x1=at+b,
To = ct + d.
Il faut alors résoudre le systeme :
(at +0b) —3(at +b) +4(ct +d) =8t +1
(ct+d) — (at +b) + 2(ct +d) =2t + 1,

qui est équivalent & :

—3a +4c = 8
a —3b +4d = 1
—a +2c = 2
b +c +2d = 1
1
On trouve directement que a = —4 et c= —1,cequimenea b= —1let d = 3 De ce fait, la solution
générale est :
—t 2t —4t —1
_ [cieT" 4 code
2(t) = <01et + coe? > + (—t+ ;) ’

3. Trouver la solution générale de I’équation homogene du deuxieme ordre a coefficients constants
y" +2by’ 4 cy = 0,

en fonction des constantes b, ¢ € R.
Indication : Commencer par chercher une solution de la forme y(t) = e.
Solution : On réécrit ’équation homogene du deuxieme ordre comme un systeme du premier ordre

a coefficients constants :
/
ny _(0 1 (1
Y2 —c —=2b) \y2)’

avec y; = y et yo = 3//. En cherchant ses valeurs propres comme dans I’exercice précédent, on trouve
Iéquation A2 4+ 2\ + ¢ = 0. Les solutions se séparent en 3 cas, selon la valeur du discriminant
A = 4b? — 4e.

e A >0:ily a deux valeurs propres réelles distinctes A\; 2 = —b+V/b? — ¢, associées aux vecteurs
1 . . .
propres vi2 = { _, o N respectivement. Une matrice fondamentale du systeme d’ordre
1 est :
e~ tb—Vb2—c) e~ t(b+Vvbi—c)
Y(t)= (—b+ + /h2 — c) .o~ t(b=vb?—c) (—=b— /H2 — c) - e to+Vbi—c) |

Par conséquent la solution générale de 'EDO homogene du deuxiéme ordre y(t) = y1(t) est égale

a
y(t) _ cleft(bf\/bec) + C2eft(b+\/b2fc)7

avec ¢1 et co deux constantes réelles.
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e A =0:il n’y a qu'une seule valeur propre qui induit les solutions de la forme :

z1(t) = cre™ ™.

Pour trouver la solution générale, il faut encore obtenir une deuxiéme solution linéairement
indépendante. En supposant que la solution est de la forme t*¢~* (I'indépendance linéaire est
claire pour k > 1), on vérifie rapidement qu’avec k = 1 cela fonctionne :

(te_tb>” +2b (te_tb), +c (te_tb> =e (bt — 2b+2b(—th + 1) + ct)

A
= —e_tb . t o —
4
=0.
On en déduit que la solution générale est
y(t) = e (c1 + cat).
e A <0:1Ilya deux valeurs propres complexes A\ 2 = —b % iv/c — b? associés aux deux vecteurs

1
propres <—b n m) La solution complexe du systeme d’ordre 1 est donc :

i) 1 —t(b+iv/e=b7) 1
X(t) =cre <7b Yy b2) + coe (7b JiTe
T cos(tvVe — b?) + isin(tve — b?)
¢ —beos(tve—12) — Ve — B2sin(tve — 02) + i <\/c—b2 cos(tvc — b2) —bsin(t\/c—bQ))

cos(tvVe — b?) — isin(tve — b?)
+ e —beos(tve —b%) — Ve — b sin(tvVe — b%) — i <\/c — b2 cos(tve — b2) + bsin(tvc — b2)) ’

En contraignant ¢; = co, on trouve une premiere solution réelle :
b cos(tve — b?)
x1(t) = cre . 5 . 5
—bcos(tve — b2) — Ve — b2sin(tve — b2).
De méme, en posant ¢; = —co on obtient la solution purement imaginaire :
" sin(tve — b?)
) — iene-
T2(t) = icge (\/c — b2 cos(tve — b?) — bsin(tvVe — b2)>

Cependant, comme les coefficients de la matrice sont purement réels, —ixy(t) est aussi une
deuxieéme solution réelle indépendante de z1(t). Dés lors, la solution générale s’écrit :

y(t) =e (01 cos(tv ¢ — b2) + cosin(ty/ ¢ — b2)) .

4. Trouver la solution générale des équations suivantes :

() y" =4y +5y = (1) y' — 4y +4y =1e*; () ¢~y +3y=— .

Solution : En utilisant ’exercice précédent, pon trouve les solutions suivantes :

(a) A/4=(-2)2—5=—1<0, donc la solution générale homogene est :

x(t) = e* (c1 cos(t) + casin(t)).
En cherchant une solution particuliere de la forme t*e?, avec k un entier, on remarque direc-
tement qu’avec k = 0 on obtient une solution particuliere. Par conséquent, la solution générale

est :
y(t) = e (c1 cos(t) + cosin(t) + 1).
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(b) A/4 = (—2)% — 4 =0, donc la solution générale homogene est :
z(t) = e* (¢1 + eat) .

En cherchant une solution particuliere de la forme tFe?, avec k un entier, on remarque directe-
ment qu’avec k = 0,1, 2 cela ne fonctionne pas. Cenpendant, avec k = 3 :

(%) — 4 (3e*) + 4 (7)) = e (6t + 1267 + 4¢° — 4 (36> + 2£7) + 4t%) = 6te™.

Par conséquent, la solution générale est :
3
y@):e%<q+fﬂ+—6>.

(c) A/4=(-2)%2—-3=1>0, donc la solution générale homogene est :
z(t) = cre’ + coe.

Il est plus compliqué de trouver une solution particuliere dans ce cas, par conséquent en utilisant

le théoreme 6.1 ona que la solution générale du probleme

()= (% D) (L)

est égale a

to
t
¢ 3¢ t .3t 3s 3s 0
cie’ + coe 1 /e e _4s [3€7° —e
— + = . e 1 ds
et Se3t> (et 363t> ( —e5 e’
c1e” + co 2 P
to
P
t 3t t 3t
[ cie’ + e 1 /et e . 14e5
- (clet + 023e3t> + 2 (et 363t> e 38 ds
to 1+es
t _etfs +e3(tfs)
t 3t _
[ ae +cee 1 14 e—s
- <c1et + 023e3t> T3 et gedtt—s) | 9%
to 1 —+ e S

Grace a ce développement, on infere la solution générale du probleme d’ordre 2 :

1 [t _et—s + eB(tfs)
_ t 3t
y@—qe+@e+§A;4T:;?*“

¢ s, ¢ —t —t S
=c1e’ + e +§[ln(1+e )—In(1+e 0)}+2/t01+e_3d8

—S

ds

ot o3t it
= crel + et + 5 [ln (1 + e_t) —1In (1 + e_to)} + —/ e 2 et 4
to

2 1+es

= cret + e + % {(et — e3t) [ln (1 + e_t) —1In (1 + e_to)] — % (et — e3t—2t°) +e?t — e3t_t°} .



