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1.

SERIE 11

Montrer que toute solution de I’équation

1
T z=0
T
possede au plus un zéro dans l'intervalle [0, 7].

Solution : Soit z1(¢) une solution non-triviale de I’équation, et considérons la nouvelle EDO

y// Ty =0.
: : 2t 2 2
Une solution est x2(t) = sin(t). De plus, on a que 211 <lcart—2t+1=(t—1)*> 0. Par
2t
conséquent, en posant p1(t) = p2(t) = 1,q1(t) = 211 et q2(t) = 1, x2(t) est un majorant de Sturm

pour z1(t). Sur Uintervalle [0, 7], les seuls zéros sont 0 et 7. Supposons par l'absurde que z1(t) a
deux zéros distincts en 0 < ¢; < to < w. Alors le théoréme de comparaison assure 'existence de
t* € (t1,ta] tel que x2(t*) = 0, ce qui est impossible comme (¢1,t2] C (0,7). Donc x1(t) a au plus
un zéro sur [0, 7).

On considere I'équation
2" +q(t)x =0, (1)
ot p € C([0,0),R). Supposons qu’il existe m1,ma > 0 tels que m1 < q(t) < ma pour tout ¢ > 0.
Montrer que toute solution non-triviale de (1) posseéde un ensemble infini dénombrable de zéros
consécutifs {t, nen, C [0, 00) tels que
L < thrl —1ln < T .
V1M1

/12
Solution : Comme les bornes 0 < m; = (t) < mg sont valides, on s’intéresse naturellement aux
probléemes auxiliaires

2" +miz=0et 2"’ +mox =0.

En posant p(t) = p1(t) = p2(t) = 1,q1(t) = mq,q2(t) = ma,x(t) une solution du probléeme initial
et z;(t) des solutions de z” + m;xz = 0,i = 1,2, on obtient que z(¢) est un majorant de Sturm
de z1(t), et que x1(t) est un majorant de Sturm de z2(t). Une solution de z” + mixz = 0 est
z1(t) = sin (y/mqt) . Par le théoreme de comparaison, z(t) posséde au moins un zéro dans tout

kr  (k+ 1w km
vmil o my m1
le lemme 10.3, les zéros de z(t) ne peuvent pas avoir de point d’accumulation. Par conséquent, les
zéros de z(t) sont un ensemble infini dénombrable {¢,}7° tels que ¢; < t;;1, pour tout ¢ € N. On
veut prouver maintenant que pour tout ¢ € N, ¢;11 — t; < 7/y/my.
Supposons par I'absurde qu'’il existe un j € N tel que t;j41 — t; > 7/,/m1. Considérons la fonction
auxiliaire

I'intervalle de la forme ( ] , car x1(t) s’annule en pour tout k£ € N. De plus, par

yi(t) = sin (Vi (t — 1)) .
Alors y;(t) satisfait y(t) + miy;(t) = 0, par conséquent z(f) est un majorant de y;(t). De plus,
yi(t;) = y;(tj +m/y/m1) = 0. De ce fait, par le théoreme de comparaison, x(t) admet au moins un
zéro dans (t;,t; 4+ m/y/m1]. Mais ceci contredit le fait que x(t) # 0 sur (¢;,t;41) car t —t; < w/\/m1
pour tout ¢ € (tj,t; + m/\/m1). Donc t;11 — t; < w/\/m1, pour tout 7 € N.
Supposons maintenant que pour un certain j € N, t;41 —t; < 7/ /mg et considérons la fonction

x2(t) == sin (y/ma(t — t;)) .
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Comme précédemment, x2(t) est solution z” + mox = 0 et donc z2(t) est un majorant de Sturm de
x(t). Par conséquent, z2(t) admet un zéro sur I'intervalle (¢;,t;41] par le théoreme de comparaison.
Mais
tit1 <ty +7T/\/7TTQ,
ce qui n’est pas possible car les zéros de x(t) supérieurs a t; sont de la forme ¢; 4 (k7)/\/m2, k € N.
En définitive,
<t -t <——VieN.
i+ 1= \/m—lv

N
3. Prouver les théoremes de comparaison suivants, sans utiliser la transformation de Priifer.

Théoréme 1 : Pour i = 1,2, soit ¢;(t) une solution non-triviale de

(p(t)2") +qi(t)x =0
sur lintervalle [a,b), avec p,q; € C°([a,b),R), p;(t) > 0 pour tout t € [a,b). On suppose que
q1(t) < qa(t) pour tout ¢t € [a,b). Soit t1,t2 € [a,b) deux zéros consécutifs de ¢1. Alors il existe
t € (t1,t2) tel que ¢a(t) = 0.
Théoréme 2 : Pour i = 1,2, soit ¢;(t) une solution non-triviale de

(pi(t)") + qi(t)x =0
sur lintervalle [a,b), avec p;,q; € C°([a,b),R), p(t) > 0 pour tout ¢t € [a,b). On suppose que
p1(t) = p2(t) et qi(t) < ga2(t) pour tout ¢ € [a,b). Soit t1,te € [a,b) deux zéros consécutifs de ¢;.
Alors il existe t € (t1,t2) tel que ¢a(t) = 0.
Indications : Pour le théoreme 1, démontrer et utiliser 'identité de Lagrange

to

P62 = )i = [ (- oot

t1
Pour le théoreme 2, démontrer et utiliser I’identité de Picone

to (2 to to I 732
A oition—ponti)|| = [C@—apdias [T -pears [Cp A0S0y

P2

(Les cas ¢a(t1) = 0 ou ¢2(t2) = 0 se traitent en utilisant la formule de Bernoulli-L’Hospital pour
donner un sens au membre de gauche.)

Remarque : 1l est intéressant de comprendre pourquoi l'identité de Lagrange ne permet pas de
conclure dans ce cas. Solution :
Théoreme 1 : Commencons par prouver I'identité de Lagrange :

to

P (6 — drdh) 2 = / (b (6,62 — 6r6%)) dt

1

to
= [ [061) 62+ 0t — 01 (o) — oot

1

[3)
:/ (—q19102 + P1q22) dt
t

1

to
:/t (2 — q1) p1adt

1
Si t; et ty sont des zéros consécutifs de ¢i, alors ¢1(t) # 0 sur (¢1,t2), donc sans perte de
généralité on peut supposer que ¢1(t) > 0 sur cet intervalle. Par unicité de la situation et le faire
que ¢; est une solution non-triviale, cela force ¢/ (t1) > 0 et ¢/ (t2) < 0. Par ’absurde, supposons
que ¢y n’ait pas des zéros sur (t1,t2). Alors :
e si ¢ > 0 pour tout ¢ € (¢1,t2), comme g2 —q1 > 0,p > 0,¢)(t1) > 0 et ¢} (t2) <O :

to
0< /t (g2 — q1)d1¢2dt = p (¢1d2 — d105) [12= p(t2)d] (t2)da(ta) — p(t1) ) (t1)d2(t1) < 0

1
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e si ¢ < 0 pour tout t € (t1,t2), alors :

0> / 2(612 — q1)¢162dt = p(ta) @) (ta)pa(ta) — p(t1)d) (t1)da(t1) >0

t1
Dans les deux cas, cela méne a une contradiction, donc ¢2 admet un zéro dans (t1,t2). Si on
avait supposé que ¢; < 0 sur (¢1,t2), les inégalités auraient été dans le sens inverse mais la
contradiction toujours valable.
Théoreme 2 : Vérifions tout d’abord que la fonction

o (061 (00a(0) ~ ma(00n (055(0)

est bien définie en ¢ et ta. Si ¢a(t;) = 0,7 = 1,2, alors ¢(¢;) # 0 par unicité de la solution,
et que ¢2 est non-triviale par hypothése. Par conséquent, comme ¢1(t;) = 0 et que ¢1, ¢o est
dérivable sur [a,b) :

t—

lim
t—t;

¢1(t) ’ _ | i)
P2(t) P5(t:)

< 00,

ce qui implique que

ftg S50 (010164 ()0(0) ~ ()01 ()65(0) = O,

Si I'on suppose que ¢4(t) # 0 pour tout t € (t1,t2), le développement suivant est valide :

0 =2 (prdhon — paonh) I
to !
Z/t (i; (P16 d2 — P2 dh) ’if) dt
to 1/ _ / , ,
= [ B (510n — panch) + 5 (16h)' 62+ 11016 — Gipach — 6 (s )
t1 ¢2 G2
to 1/ _ /
=/ %102~ 610 2 19 (P10 b2 — P2oh19y) + z; ((q2 — q1) 12 + (p1 — p2) @' d5) di
1 2
to
:/t (g2 — )97 + (;2 (pl (¢l1¢2)2 +p2 (¢1¢/2)2 - 2p2¢1¢’2¢’1¢2) dt
1 2
to
= /t (g2 — 1)} + (;2 (o1 = p2) (6162)" + b2 (6102)" + p2 (916h)” — 2206} 62 ) dt
1 2
2
:/t (@2 — @) 0% + (p1 — p2) ()" + % (616h — $ip2)” dt
1 2

C’est une contradiction, car le dernier terme est strictement positif. Donc ¢9 admet un zéro dans
(t1,12).



