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Série 2

Exercice 1

Soit f : x ∈ R→ f(x) ∈ R une fonction continue donnée.

1.a) Soit δh l’opérateur de différence première centrée et soit a : x ∈ R → a(x) ∈ R une
fonction continue. Démontrer que pour tout x ∈ R on a

δh

(
a(x)δhf(x)

)
= a(x− h

2 )f(x−h)−
(
a(x− h

2 ) +a(x+ h
2 )
)
f(x) +a(x+ h

2 )f(x+h).

1.b) Démontrer que si f est quatre fois continûment dérivable sur R, si x ∈ R est fixé et
si h0 > 0 est un nombre positif donné, alors il existe une constante C > 0 telle que

∣∣∣∣∣∣ ddx
(

(1 + x)
df

dx
(x)

)
−
δh

(
(1 + x)δhf(x)

)
h2

∣∣∣∣∣∣ 6 Ch2, ∀ h 6 h0.

Exercice 2

2.a) Pour toute fonction f: R → R, trois fois continûment dérivable, et x0 ∈ R, montrer
qu’il existe C > 0 telle que pour tout 0 < h 6 h0 on a :∣∣∣∣f ′(x0)− −f(x0 + 2h) + 4f(x0 + h)− 3f(x0)

2h

∣∣∣∣ 6 Ch2. (1)

Expliciter C.

2.b) Compléter un programme permettant de vérifier numériquement que l’ordre de con-
vergence de cette formule d’approximation de f ′(x0) est bien l’ordre 2.

Le programme bdf2.m est à votre disposition sur Noto et/ou Moodle. A partir de
la donnée de x0, f , h, il permet de calculer l’erreur (1). Considérer x0 = 1 et
f(x) = sin(x).

Indication: pour ce faire, calculer l’erreur pour différentes valeurs de h (par exemple
h = 0.1, 0.05, 0.025, etc) et représenter graphiquement cette erreur en fonction de h.



Exercice 3 (facultatif)

Soit f : R→ R une fonction trois fois continûment dérivable et soit x0 ∈ R.

3.a) Exprimer ∆2
hf(x0) où ∆h est l’opérateur de différence première progressive avec h ∈

R, h > 0.

3.b) Démontrer que si h0 est un nombre positif donné, alors il existe C (indépendante de
h) telle que ∣∣∣∣f ′′(x0)−

∆2
hf(x0)

h2

∣∣∣∣ 6 Ch, ∀h ∈]0, h0].

3.c) Le programme dfcent.m est à votre disposition sur Noto et/ou Moodle. Après avoir
complété la fonction, remplir le tableau ci-dessous dans le cas où f(x) = sin(2πx) et
x0 = 0.8.

h
∣∣∣f ′′(x0)−

∆2
hf(x0)

h2

∣∣∣
0.1
0.01
0.001
0.0001
0.00001
0.000001

Commenter les résultats.
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