Analyse numérique

Probléemes de convection-diffusion
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Probleme de convection-diffusion stationnaire

Soitf: xe€[0,1] = f(x) e R, c: x € [0,1] = ¢c(x) € R, £ > 0 fixé.

Trouver u: x € [0,1] — u(x) € R tel que:
—el'(x) +e(x)U'(x) =f(x)  Vx€]0,1],
u(0) =u(1) =0.
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Convection-diffusion

—el(x) + e(x)U'(x) = f(x)

* Probléme stationnaire (aucune variable temporelle).
* Sic(x) = 0, probleme de diffusion stationnaire
e Sie = 0, probleme de transport stationnaire
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Cas particulier

Casc=cy#0etf=f

—eu"(X) + cou'(x) = fo

= équation différentielle linéaire a coefficients constants a résoudre explicitement
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lllustration

Sicy > 0ete << ¢y, alors u(x) ~ fyx/cy, sauf dans un voisinage d’ordre /¢y du point
limite x = 1 (couche limite).
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Différences finies centrées

Soit N un entier positif, h = g, x; = jh, j=0,1,... N+ 1 et u; ~ u(x;).

Schéma centré

avec Up = Un41 = 0.
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Systeme linéaire

Si c(x) = ¢y, f(x) =fo:
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Remarque (c(x) = co # 0, f(x) =

e Sih=2¢/cy,ona

® Si h < 2¢/cy, solution numérique correcte.

® Si h > 2¢/cy, oscillations au voisinage de la couche limite. Le pas d’espace h est
trop grand par rapport a la couche limite (~ ¢/cp)
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Différences finies décentrées

Siaje(0,1), alors
Uj — Uj_1 o Uj+1 — Uj
- + (1 a/)ih

(moyenne pondérée entre différences finies rétrograde et progressive)

u'(x) = a

Schéma numérique :

20 — Ujp1 — Uiy c(X))

2t + S0 gy = g) + (1= o) (er — 1)) = 10g), =1, N

avec Uy = uy+1 = 0.
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Remarques

® Siaj = 1/2, pour tout /, le schéma est le schéma centré (oscillant si h pas
suffisamment petit!)

® Choix optimal de «;?
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Schéma upwind

Supposons ¢(x) = ¢y > 0:

2U; — U1 1 — Uj_1 Uj — Uj_4 )
et =), =1 N

avec Up = Un41 = 0.
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Diffusion numérique

On peut montrer que le schéma upwind

2U; — Ujip1 — Uj_1 U — Uj_4 .

e /;;2 = 4 g2 hj = f(x)), j=1,...,N
£2Uj — Ui — Uj Ujr1 — Uj—1 :
€ = + Co oh = f(x)), j=1,....N

avec Up = unyq1 =0 et

. h
S :€+C()§

Schéma upwind = schéma centré avec diffusion numérique |
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Probléme de convection-diffusion évolutif

Soit ¢ > 0, > 0 fixé.

Trouver u : [0,1] x Ry — u(x,t) € R tel que:

ou 5%u
E(X’ t) — 5@

u(0,t)=u(1,t) =0, t>0,
u(x,0) = w(x), Vx €]0,1]

(x, t)+cog;’(x, t)=0 Vx €]0,1[, t >0
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Schéma implicite décentré

Supposons ¢; > 0.

n+1 n n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
u'm —ul —u; 4 2u T — U u'ml —u;
i i i—1 i i+1 i i—1 ,
- + e 2 + Co h =0, 1§I§N>
n+1 _ , ,n+1
Uy = uyiy =0,
uy=w(x), 1<i<N.
T\, n+1 n+1 T o+ _
(1+205 + o) Ul = (7 + o) Ul —eqpull = o J
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Siu">0,i=1,2,....N,alors u™" >0,i=1,2,...,N. J

T T T T T
(1 +205 + COE) umt = (aﬁ + COE) VRS esﬁu,”jq1 +uP.
Pour n fixé, notons k un entier tel que
uptt <u™t j=0,1,2,.. N+

Supposons k £0et k AN+ 1.

T T\ n+tt = T T\ Tt
(1 +2e5+ coﬁ) utl o= (aﬁ + coﬁ) U+ eﬁug+1 + uy
T T T
> (sﬁ + COE> ugtt + gﬁu,’(”r1 + ug,

n+1 n+1 n+1 n+1
comme Uk—1 > Uk et uk+1 > Uk .
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Positivité (2)

Siu">0,i=1,2,....N,alorsu™" >0,i=1,2,...,N. J
Comme
U >(7 ) n+1 Tt n
(142575 + 0op ) Ut > (o5 + o ) U +ezupt + o,
Alnsi
Siu'>0,j=0,...,N:
O<ug <yt <uf™ j=0,1,2,...,N+1,

donc u;’“ > 0.
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max UM < max |uP]. ’
0<i<N-H1 0<i<N-H1

min U™t = UZ’H > ul > min ujn.
0<j<N+1 1 0<j<N-+1

Si on considére k tel que
uptt > uj"+1 j=0,1,2,... N+1,

alors u ™ < uf et
umH

max umt < ul < max Ul
0<j<N+1 k=

= 0<j<N+1 J
Ces inégalités sont appelées principe du minimum et du maximum discrets. Le schéma
est donc inconditionnellement stable.
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Systeme linéaire

T\ 1 +1 +1 _
<1+25h2+coﬁ)u;’ ( h2+C°h) u™ —aﬁ =l

Ce schéma est implicite. Il nécessite a chaque pas de temps la résolution d’un systéme
linéaire

A"t = ",
2eT  CoT eT 1
1 bkl
Tt 12
ET  CoT
T Gr
A P~ h
ET
h2
ET  CoT 2eT  CoT
I B R L=
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