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Analyse numérique (GM) / MATH-251(e) Printemps 2025

Série 12

Exercice 1

Soient ¢y une constante positive donnée et w : x € R — w(x) € R une fonction continue
donnée telle que w(z) = 0, z < 0. On considére ’équation de transport :

ou ou

E(m,t)—l—c(]%(x,t)—(), Vael0l], Vi>0,
(P) u(x,0) = wa), Vel 1l,

u(0,t) =0, Vit>0.

1.a) Vérifiez que la solution de (P) est donnée par

u(z,t) = w(x — cot), Vzel0,1], Vt>0.

1.b) Soient N un entier positif, h = 1/(N + 1) le pas d’espace et 7 le pas de temps. On
veut calculer des approximations uf de u(zj,tp), ot ¢; = jh, j =0,1,2,...,N +1
ett,=n7,n=0,1,2,....

Etablir le schéma d’approximation du probléme (P) en utilisant une méthode d’Euler
progressive et une méthode de différences finies décentrées en espace.

1.c) Le fichier transport.m est a votre disposition sur Noto/Moodle. Le programme
transport.m permet de résoudre le probléme hyperbolique en utilisant ce schéma
d’Euler progressif. Compléter le fichier.

1.d) Vérifier numériquement que le schéma est stable si 7 < %. Pour ce faire, considérer
le cas particulier ou ¢y = % et ot la fonction w est définie par

_ (2—0.3)2
e @0n* iz e (0.1,0.3),
w(x) — _ (2—0.3)2
e @057  sixe (0.3,0.5),
0 sinon.

Que peut-on observer lorsque 7 = % ? Que devient le schéma dans ce cas 7

1.e) Vérifier numériquement que le schéma est d’ordre h+7. Remplir pour ceci le tableau
suivant:



h T ‘ M ‘ Erreur

0.05 0.08 10
0.025 0.04 20
0.0125 0.02 40

0.00625 0.01 80

0.003125 0.005 160
0.0015625 | 0.0025 | 320
0.00078125 | 0.00125 | 640

1.f) Montrer que si 7 < % alors on a :

max  |u"t < max - |uj], Vn=0,1,2,...
j=0,1,...N+1 7 j=0,1,.... N+1

Exercice 2

Soit ¢y une constante positive donnée. On considére ’équation de transport suivante:

@(x,t) + Co@(.%,t) + (1 +x)u(x,t) =0, Ve (0,1), Vi>0,
ot ox

(P) u(z,0) = sin(27z), Ve (0,1),
u(0,t) =0, vVit>0.

2.a) Soient N un entier positif, h = 1/(N + 1) le pas d’espace et 7 le pas de temps. On
veut calculer des approximations u} de w(zj,tn), ot x; = jh, 7 =0,1,2,...,N+1
ett,=nr,n=0,1,2,....

Etablir le schéma d’approximation du probléme (P) en utilisant un schéma d’Euler
rétrograde en temps et une méthode de différences finies décentrées en espace.

2.b) Ecrire le schéma sous la forme L@t = @™, ot L est une N x N-matrice triangulaire
inférieure et 4" le N-vecteur de composantes ', ¢ =1,..., N + 1.

Exercice 3

Soit ¢y une constante positive donnée. On considére 1’équation de transport suivante:

ou ou
- E(m,t)—i—m%(x,t)—o, VzeR, V>0,

u(z,0) = w(z), VaxelR.

Soient N un entier positif, h = 1/(N + 1) le pas d’espace et 7 le pas de temps. On veut
calculer des approximations u? de u(xj, tp), ot xj = jh, j =0,1,2,...,N +1et t, = nr,
n=0,1,2,...



On considére le schéma de Lax-Friedrichs pour trouver une approximation de la solution
de (P). 1l s’écrit:

n n

el Wii1 T Uiy

T 5wl —ul

i 2 + ¢ i+1 i—1 0
T 2h

3.a) Montrer que ce schéma est consistant et donner l'ordre de consistance.

Indication: Effectuer les développements de Taylor de u(x;1 1, "), u(x;_1,t"), u(x;, t"*1)
autour de u(x;, t").



	
	
	

