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Corrigé 3 (b) - Révisions

Exercice 1

1.a) Les vérifications sont immeédiates.

1.b) Aprés calcul, on trouve les polynémes suivants :

(t—1)*(t—3) (4t +1)

polt) = 172 ;
oty = LU

o = D20,
oty = LD
oy = D)

Effectuons le détail des calculs pour (. On considére le polynome q(t) = (t —1)2(t —
1/2)(at + ). Ce polyndme satisfait bien évidemment

q(1) =q(1/2)=0, (1) =0.

Il suffit de trouver «a et 3 tel que ¢’(0) = 0 puis de poser ¢o(t) = % pour obtenir le

résultat.

1.c) Les polynomes o, ¢1/2,%1,%0,%1 sont linéairement indépendants; en effet, consid-
érons une combinaison linéaire nulle de ces quatre fonctions

q(t) = appo(t) + arpy/a(t) + azei(t) + asio(t) + asbr(t) = 0, Vte R

et montrons que o; = 0, ¢ = 0,...,4. En évaluant ¢(t) en ¢t = 0 (resp. t = 1/2 et
t =1) on obtient ap = 0 (resp. a3 = 0 et g = 0). Puis en évaluant ¢'(t) en ¢t = 0 et
t =1, on conclut que ag =0 et ay = 0.

Une famille de cing polynoémes de P4 linéairement indépendants forme une base de
P4 car dimlPy = 5.



1.d) On obtient :

p(0) = powo(0) +p1/2 ¢1/2(0) +p1 01(0) +q0 ¥0(0) +¢1 ¥1(0) = po,
\,1_/ N , \,0_/ \,0_/ \6_/
= =0 = = =

P'(0) = pog(0) +p1/2 ¢ 2(0) +p1 ¢1(0) +q0 ¥5(0) +41 91 (0) = pi-
= =0 = = =

De méme, on évalue p(1) et p/(1) pour conclure que ce polyndme vérifie les relations
(1) et (2). On note pour conclure que

p(1/2) = powo(1/2) +p1/2¢1/2(1/2) +p1¢1(1/2) +q0 o(1/2) +q1 ¥1(1/2) = p1/o-
-0 T -0 =0 -0

Donc p(t) satisfait la relation (3).

Exercice 2

Dans le cours, on a défini 'opérateur de différence premiére progressive appliqué & f au
point xg par

Apf(zo) = f(zo + h) — f(z0).
En utilisant la définition récursive de ces opérateurs, A'f = Ah(AZL—l f), m = 2,
on obtient successivement les expressions de 'opérateur de différence seconde A}QL et de
lopérateur de différence quatriéme A‘}L :
AR f(x0) = f(wo+2h) = 2f (o + h) + f(z0) et
Ajf(xo) = f(wo+4h) —Af(zo + 3h) + 6 (xo + 2h) — 4f (zo + h) + f(0).

D’autre part, le développement limité a 'ordre 5 de la fonction f autour du point xg nous
assure que

Flao+4h) = £(a0)+ F'o) ot 1 ) 0 470 B 00 B o) U1
Flao+30) = flao)+ £/ a) 0+ 7o) 00 4 0 By o) B 409 ) P
Flao+20) = flan) + £/ a) 0+ £ 0 200 4 0 (ag) Py p0) () E 49y 2V

Fanth) = flo) + Pl + el + Ol + e+ Ol

ot m € [wo, w0 + 4h|, N2 € [w0,70 + 3R], N3 € [w0, 70 + 2h] et ny € [z0,T0 + h]. Apres
substitution, on obtient

5

A (o) = 1O (o) + [10247) () — 97279 () + 1929 ) — 47O ()| 5y




L’erreur de troncature devient donc

() Ay f(wo) | _ (5) (5) (5) ®) (] P
P (xo) — 1 = [=1024 1" (m) + 972 (n2) — 1921 (n3) + 4 (na) &l
1024 + 972 + 192 + 4
< 024 4972 + 192 + max ’f(5) (x)’ -
5! z€[xo,r0+4h]

Soit hg > 0 un nombre arbitraire et posons

274
_ 2= (5) ‘ .
15 ot gy [T @)
Pour tout A < hg nous avons donc
A} f(xo)
W (20) — hT < Ch.

Exercice 3

Notons t; = —1, to = « et t3 = +1. On considére la base de Lagrange @1, @2, @3 de Py
associée & ces points. Tout polynéme p de degré 2 peut donc s’écrire comme

p(t) = p(t1)p1(t) + p(ta)p2(t) + p(ts)ps(t),

_(t=a)(t—-1) t+D(E-1)
e1(t) = T 2(1ta) pa(t) = (a+Da—-1) w3l = 20 -a)

+1

3.a) Supposons J(p) = / p(t)dt pour tout polynéme p de degré 2. Ceci est équivalent
-1

a

Ainsi:
+1 Lia
= tdt = 3 k=1
w1 /_1 sﬂl() l+a’ pour )
+1 4
= Hdt = ———— k=2 1
w2 /1 ()02() 3(1—0[2)7 pour ’ ( )
+1 1_
wg = / e3(t)dt = 3 , pour k = 3.
L -1 ]. —




3.b)

3.c)

Avec ces choix de w;, i = 1,2, 3, notre formule de quadrature intégre exactement tous
les polyndmes de degré 2, quel que soit o €] — 1, +1[.

Un polynéme p quelconque de degré 3 peut toujours étre écrit comme p(t) = at®+q(t)
ou ¢ est un polynoéme de degré 2. Notre formule de quadrature est exacte pour tous
les polynomes de degré 3 si elle intégre exactement chacun des termes at® et ¢(t). Les
égalités J(p) = fjll p(t)dt ¥ p € Ps, sont équivalentes a

+1 +1
a(witi + wat3 + wst3) + J(q) :a/ t3dt+/ qit)ydt VYa € R, Vq € Ps.
—1 —1

Comme d’aprés le point El) nous savons que J(q) = jll q(t)dt ¥ q € Po, il suffit de
chercher a tel que w1t} +wat3 +wsts = f_+11 t3dt. En utilisant cette relation s’écrit
(14 3a)(a—1) +4a3 + (1 — 3a)(a + 1) = 0, dont la seule solution dans I'intervalle
] = 1,41 est @ = 0. Les poids deviennent alors w; = 1/3, ws =4/3, ws = 1/3.

La formule de Simpson est J(g) = 2g(—1) 4+ 2g(0) + 3g(1). C’est bien la formule de
quadrature que nous obtenons au point précédent. Nous avons donc démontré que la
formule de Simpson intégre exactement les polynémes de degré 3.



	
	
	

