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Corrigé 2

Exercice 1

Dans cet exercice nous utiliserons les notations f'(z), f”(z), f®(z), f®(x) pour L f(z),

% (z), %f(m) et %f(x) respectivement.

1.a) Rappelons que l'opérateur de différence premiére centrée & appliqué a une fonction
f est défini par 6, f(z) = f(z + %) — f(z — %). Nous pouvons donc écrire

n (a(@)0nf(@)) = o (a@) (Fla+5) — Fa = 1))
—a(e+ B (fle+h) - f(@)) - ale = ) (f(@) - fl@— )
= a(e = D)@ —h) - (al@ - §) +ale+5)) f@) + al@+ 5 f( + h).

1.b) Du point 1.a) nous déduisons en posant a(x) =1+ = que
on((1+ @) f(@)) = (142 = §)f (= h) =20+ 2)f (@) + (1 + 2+ §)f(z + D).
Le développement limité & I'ordre 4 de la fonction f autour du point £ nous donne
L., L. 2 1 3) 3 1 (4) 4
Fla = h) = (@) = 2 @+ o @2 = PO 1D (it
1 1 1 1
fl@+h) = f@) + 5 @h+ 5 " (@0)h? + 5 O @)h® + 5 F O )nt,
avec 17— € [z — h,x] et ny € [x,z + h]. Nous en déduisons que

(1) 7 (@) =( 42— 8)f(a) — (Lt a— B @+ (04 x— ) ()

S0k = BFO@E 4 (a5 Ot~ 200 + )7 ()
+Q+z+DHf@)+A+z+ L) f (2)h+ %(1 +az+ ) (z)n?
P a+ D O@I (1 5D !

—F@h? + (1+2) " (2)h> + éf(?’)(:c)l#

o (a0 + (1t + 5D m)

oll nous avons utilisé les relations

(l+z+8)-1+z-8)=nh et (I+z+H+Q+z-8=201+2).



d
En remarquant que . ((1 + x)f’(m)) = f'(z) + (1 + ) f"(x) et en dénotant

5h((1 +Z”2)5hf(ﬂf)) B CZU<(1+x)f’(m))

€ph =

nous obtenons lorsque h < hg :

e = 'éf(?’)(:v)hQ + i <(1 tr D)+ 1 +a+ %)f(4)(77+)> h’

<(15<f(3)(x)+|1+x 2|‘f(4) ‘ ’1+55+h|’f ’)hZ

1 ) 1 h
<é<f(3)(x)+| T 2'1' S| R

n€[z—ho,z+ho]

f(4)(n)’) h?.

n€[x—ho,z+ho]

Nous avons donc le résultat voulu avec la constante

1 2+ 2’3?‘ + ho
C== } () ‘ 2ram e
6l @ T

f(4)(77)) >0,

qui est bien indépendante de h mais de]?end tout de méme de x et de ho. Ainsi la
formule de différences finies 1+z J0nf (@) ytilisée pour approximer rs 4 ((1+2)f'(2))
au point x est consistante a l’ordre 2 en h.

Exercice 2

2.a) On commence dans un premier temps par effectuer les développements de Taylor
suivants:

flxo+2h) = f(zo)+ f/(ai())Qh + I ( )4h2 8h3, € € [xo, 0 + 2R (1)

f”(xO) AU )
> T

On a donc, en soustrayant ’équation (1) & quatre fois I’équation ([2):

()
6

fl@o+h) = f(xo)+ f'(zo)h + h?, n € [xo,zo+h].  (2)

Af (o + 1) = Flwo +20) = 3f(z0) + 2/ eo)l + 2 O )l — 2 O (€)1,

soit:
< SO+ 519w,
Ainsi

4f(wo+ h) — f(xo +2h) — 3f(x0)
2h

< h? G(). (3
xe[xgﬁﬁ%o]lf (). (3)

(o) —




En posant C' = max |f(3) (z)|, dans I’équation (3)), on a donc montré que pour
16[10,104-2}7,0]

toute fonction trois fois continiiment dérivable, il existe C' > 0 telle que pour tout
0 < h < hg:

4f(zo +h) — f(zo + 2h) — 3f(z0)

< COh2.
2h ¢

f' (o) —

2.b) Les résultats sont dans le tableau et sur le graphe suivant. Par exemple:
I bdf2(1,0.0001) ;

h Erreur

0.1 1.584693 - 10793
0.05 4.235730 - 107
0.025 [ 1.092517-107%
0.0125 | 2.855007 - 1079
0.0001 | 1.802408 - 10~%
. hh = [0.1, 0.05, 0.025, 0.0125,0.0001];

erreur = [1.584693e-03, 4.235730e-04, 1.092517e-04, 2.855007e-05,
1.802408e-09];

N

1 loglog(hh,erreur) ;grid;

10* 10 102 10"

Exercice 3

3.a) On a:

A7 f(zo) = Ap(f(zo+h) = f(20)),
Ap (f(zo + 1)) — Ap(f(20)),
= f(wo+2h) —2f(xo + h) + f(x0).



3.b) On effectue dans un premier temps les développements de Taylor suivants:

" (3)
f(zo+2h) = f(z0) + f'(z0)2h + / (2$0)4h2 + / 6(5) 8h3, € € [xo,z0 + 2h)
" (3)
Flao+ ) = fGao) + 1/ Gaoyh + T2 p2 T2 - e gy g .

On a donc, en soustrayant deux fois la deuxiéme équation a la premiére équation:

AR (o) = " (wo)h? + S FOOR — 2 FOm)h?.

Du coup,
Fi(ao) - B0 g — pr(ag) - S en+ 27 .
= [-3r0@n+ 3o,
< SO+ D)
< 1GOOI+ 3100

Puisque [, [FOn)| < max - [O(@)], on o

fu(xg)___zxzf(xﬁ)

5)
5| < gh  max 178 ()],  Vhe(0,h).

3 xE [$0,$0+2h0]

En posant C' = %maxxe[xo;wﬁgho} |f@)(x)|, on obtient finalement:

2
e R

3.c) Les lignes, une fois complétés, sont les suivantes:

1 funct = sin(2*pix*x);
1 dfunct = -(2*pi)*(2*pi)*sin(2*pixx);

On obtient alors le tableau suivant:

h " (ao) — 22120
0.1 15.095
0.01 0.8522
0.001 77516002
0.0001 7.67380—03
0.00001 7.62890—04

Nous avons représenté dans le graphique ci-dessous lerreur entre f”(xg) et la formule
de differences finies A? f(x0)/h? en fonction de h en échelle log-log. Lorsque h est
raisonnablement petit, on observe une pente de 1, ce qui correspond au fait que

(z0) — 26| — O(h),



erreur

Variation de I'erreur en fonction de h en echelle log-log

T T T T

Figure 1: Erreur en fonction de h.



	
	
	

