
Exercice 1
On considère la formule de quadrature suivante :

I(f) =
1

9
[5f(�1) + 16f(!)� 3f(1)]

pour approcher l’intégrale
R 1

�1 f(x)dx, où ! 2 (�1, 1).

1. Rappeler la définition de degré d’exactitude r d’une formule de quadrature, puis
déterminer la valeur de ! telle que le degré d’exactitude de la formule I(f) donnée
soit r = 2.

2. On veut intégrer la fonction f(x) = e
x2

sur l’intervalle [0,1]. Pour cela, on divise
l’intervalle [0,1] en M sous-intervalles Ik = [xk�1, xk] de la même longueur H =
xk � xk1 = 1/M , k = 1, . . . ,M , avec x0 = 0 et xM = 1, et on considère la formule
composite du point milieu (rectangle) I

c
pm(f). Soit Ipm,(k)(f) la formule simple du

point milieu (rectangle) sur le sous-intervalle Ik. En sachant que l’erreur commise
sur chaque intervalle est :

E
pm
(k) =

����
Z

Ik

f(x)dx� Ipm,(k)(f)

���� 
H

3

24
max
⇠2Ik

|f 00(⇠)| si f 2 C
2
,

calculer l’erreur globale E
c
pm = |I(f)� I

c
pm(f)| introduite par la formule composite

du point milieu I
c
pm(f) =

PM
k=1 Ipm,(k)(f) sur l’intervalle [0,1]. Trouver le nombre

minimal M de sous-intervalles afin que E
c
pm  10�2.

3. On a appliqué deux autres formules de quadrature composites Ica(f) et I
c
b (f) pour

approcher l’intégrale
R 1

�1 f(x)dx en supposant que f 2 C
1([�1, 1]).

Le tableau suivant montre l’erreur commise pour di↵érentes valeurs de la longueur
H des sous-intervalles :

H erreur Ica(f) erreur Icb (f)
1.00 1.547 8.410e–03
0.10 1.580e–02 8.125e–07
0.01 1.580e–04 8.121e–11

Déduire de façon approximative l’ordre de convergence des deux formules I
c
a(f)

et I
c
b (f). Quelles formules que vous connaissez pourraient donner les valeurs du

tableau ?
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Plus une preuve
Plus une fonction en Python

?



!"#$%&5# U B p' 0#1Q/2 2# <'%/S& ? W!
hhh
; J
)

P ( )W+ C
hh

`-# %/-2&1&/- 1$#'5/- #1 54.1&5'1# 7/4$
8'

%/-D#$6#-%# /Q 8'

0#1Q/2 2# <2%/S& #51 34# 6 EA5+ '1 B

A5 ;^
h

P ^) (+ ; W)@ P W ) (+

e C!!!+ &5 b(b
h

1B!!c/C;.!!&B#B2
r 0#1$&% Ad %Q#51 8' 0#1$&% 2

@ &1#$'1&/- 2# 8# M&1Q#2 /i <'%/S& B

ZEA)W; -6'&
B C (8 B

) ( ) ! /

'18#'51B *j ?s T1B'1c-B8K1&!bC!#]/e8)))'1&)!+ K !B P ( ) !+ )) b'@) !
@

) !51'1#) !b



^'S51B )1Q) !+ T '- ))/
= i&#. )) !&' = ;)$#. ; ) !@U U G r G

ZCAZ )V k!
\U

ZCAC E# T /.. t & _ /. t $ T /i T /&-i
U U

p' 0#1Q B2# 2# <'%/S& %/4$5# 5& u% 8#1 YNY+
S+ ( #51 $#6-8&#$#c 8&-#5&2#+ 2#18()*L)/B&/

)

GYN)GLN;\
) UYNvUU ) u+

'"# YNtU /- ' 2#181+ w / 2/-# ( #51 &-D#51#2

(-55& ? ( #51 k$&2&'6/4i #1 5#5 %/#1.B2#q1/44/)e48 B
W# 7845 = <'%/S& %/-4$# =

'D#% 6 PA6+ ; !! B

u- '&1%Q 2# %/-D#$6#-%# -/45 2&1 34# 2'&5 ' #%5 = ['455)Z#&2#8 %/4$'6#

'-55&
=
#1 68A/5+;68Axk; j B



%+ p#5 0#1Q/25 %/0d#41 7/4$ 8#5 0&-#5 $/8#5 2# u
B

p# $'d/- 57#%i8# 2# A/5 #51 7845 7'1#-1 34# 68Ax+ = 2/-#
['455) Z#&2#8 %/4$5# 7845 #7&24$'8 B



?



!-#0&#5 .8"1 #) CC "1 E/-O

'+ .8/+ ; & ) / )) $ w/ < 1Q ; C)$ %/
t$

r ./4%Q#) #51 %/-1&-4# 2'-5 E62 P 5/0# 2# G E/4%Q#5 %/-1&-4#+
=

#88# %Q'$6# 2# 5&6-# = 2/-# #8i '2M#1 '- 0/&-= /- !#$/ #1'455&

8' 0#1Q/2 2# S&5#%1&/- 7#-1 41&8&5# 7//$ k$/4M /- 2# '5 ]#$/5
B

.82 ; ) #
)X

) G" 5/
=

8# E/'%1&/- . #51 51$&%14$#2 0/-/1/-# 2#%M&55'$#
B

k/1/
m/ )

b -# 7#41 d 'D/&$ 34
@
/- ]#$/ 7/55&S8# B

8# ]#$/ ' ?pE'1/ #51 4-&34# B

S+ S) '
!" ! ; j= ' $/M T Gj ]#/

h

Tj+8/6G; $/8/6$/

y#- ;
1/ )8/6$/
)

=
y! NNG* T C Q'2$# NN &1#$'1&/-5 B

8/6 G



%+ 8/8 "+ )) " K *' P#
h

)

!+ "1%/B&5

5'1 ' ? .8'1 )) / =
2/5 #)

'

)G;Y

#1 78'1 ' K C
=

P #)') '+ ; '
n

8# ]#$/ 2# . #51 '-55& /- 7/&-1 ['#2# 9

1##1Q#2 2# 7/&-1 E&-# ? z/ E) E'$O
= 7/4$ i )V Y=*GB B ) ) z&'B )V [1"B+ = &

)
# B

zi)4; z" 1. P #)
h

) z!+
Z& 8/8

@

P`8 E$ 2/#5 E6&
=

2/5 8# 0#1Q/2 2# 7/&-1 ["# %/M'6# B

C.)G=YN
*Y**X*;* K C

=
C ) #)
1
)
G"+ " E) E/$2

M

!!1 T /.@E"F!I C = @ ) nO! )I)N
=

)#)<)
%) E)Ni= g )#N C

=

p2@ yi$ ) !# E$ B



r 0#1Q/2 2# 7/&-1 .&"# %/0#5 D#$5 ' 7//$ 1/41 z/ ! E/-+

2+ C"
hhh
)
'8 % % C"

h H '8 /2 8/8
@

!%%#

&%& ?P ; $
)

C
B

{
C"
@h
)

'8 % %
h

C"
h

) '8
[#

5& "@h ! E/-+ 642%/434# = C"
h
) G+ | a " h;] = b@C2#=

C"
hh
)'8'%i ; $/)$/

}

i 8/6/ ! ) #/8/6$'18/6] = y! )#m6m ; )L~*F*~*NN~L=L
C. Z'-2$' 2/D# GN6 &1#$'1&/-5 7'$ #-1$# A&$ 2# %/-D#$6# 'D#% 4-#

1S8#$#4#' 2# 8/M

Ym-;j!)b) GNG [
hhh E'8 q u T %/-D#d/$

28/$2/#Q



Exercice 2
On considère le problème de Cauchy suivant :

⇢
y
0(t) = 2e�y(t) 0  t  10,

y(0) = 2.

On note par un l’approximation de y(tn) au temps tn = nh, h étant le pas de discretisation.

1. Ecrire les schémas d’Euler progressif, d’Euler rétrograde et de Heun pour résoudre
numériquement le problème donné.

2. En sachant que la solution exacte est y(t) = ln(e2+2t), trouver les valeurs de h qui
garantissent la stabilité du schéma d’Euler progressif.

3. En général, quel est l’ordre de convergence de la méthode de Heun ? Est-ce que cette
méthode est stable ? Calculer l’approximation u1 qu’on trouve par cette méthode.

4. Réécrire la méthode d’Euler rétrograde sous la forme

un+1 = �(un+1), 8n � 0,

où � est une fonction convenable qui dépend aussi de un et de h. Montrer que la
suite {un} est croissante.

5. Afin de trouver l’inconnue un+1 (étant donnés un et h), utiliser des itérations de
point fixe avec � comme fonction d’itération. Etablir une condition sur h su�sante
à garantir que cette méthode de point fixe converge.
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P
R
O
JE
T

y +2/11/39+ y

ODE

��max  @f

@x
(t, x)  ��min

h <
2

maxj=1,...,p |�j |
=

2

⇢(A)
,

8n = 0, . . . , Nh |un � y(tn)|  C(h)

|y(tn)� un| 
e
Ltn � 1

2L
max
t2[0,T ]

|y00(t)|h,

un+1 � un =
h

2
[f(tn, un) + f(tn+1, un+1)]

... =
h

2
[f(tn, un) + f(tn+1, un + hf(tn, un))]

Linear Systems

B = P
�1(P �A) = I � P

�1
A , g = P

�1b.

P (x(k+1) � x(k)) = ↵kr
(k)

↵k = ↵opt =
2

�min(P�1A) + �max(P�1A)

Pz(k) = r(k)

↵k =
(z(k))T r(k)

(z(k))TAz(k)

x(k+1) = x(k) + ↵kz
(k)

r(k+1) = r(k) � ↵kAz(k)

kx(k) � xkA 
✓
Cond(P�1

A)� 1

Cond(P�1A) + 1

◆k

kx(0) � xkA

↵k =
p(k)T r(k)

p(k)TAp(k)

x(k+1) = x(k) + ↵kp(k)

r(k+1) = r(k) � ↵kAp(k)

Pz(k+1) = r(k+1)

�k =
(Ap(k))

T

z(k+1)

(Ap(k))
T
p(k)

p(k+1) = z(k+1) � �kp(k)

kx(k)�xkA  2ck

1 + c2k
kx(0)�xkA , c =

p
K2(P�1A)� 1p
K2(P�1A) + 1

kx(k) � xk
kxk  Cond (P�1

A)
kP�1r(k)k
kP�1bk

Interpolation

'k(x) =
nY

j=0,j 6=k

(x� xj)

(xk � xj)
.

max
x2I

|Enf(x)| 
1

2(n+ 1)
(h)n+1 max

x2I

|f (n+1)(x)|,

max
x2I

| EH

1 f(x) | H
2

4
max
x2I

|f 00(x)|.

max
x2I

| EH

n
f(x) | H

n+1

2(n+ 1)
max
x2I

|f (n+1)(x)| .

y Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés à l’aide
de auto-multiple-choice.
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