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Série 4 (Corrigé)

Mardi prochain : Test en groupe

Pour vendredi prochain : Apprentissage Vidéos du notebook 2.5 (environ
30min de travail), sur Switch tube chapitre 2.9

Partiellement en classe vendredi

Exercice 1

1. On considere la fonction f(z) = sin(z) définie sur Uintervalle [0,27]. Calculer le
polynéome d’interpolation de Lagrange Ilof(z) de degré 2 interpolant la fonction f
aux nceuds xg = 0, x1 = m, x5 = 3/27.

2. Calculer le polynéme de Lagrange Il3f(x) de degré 3 interpolant la fonction f aux
neeuds xg = 0, 1 = 0.5, 29 = 1.5 et x3 = 3. Quelle est sa valeur en x = 1.57

3. Répéter les points a) et b) en utilisant la fonction g(x) = 222 +3x+9. Que remarquez-
vous ?
4. On connait les valeurs d’une fonction g(x) aux noeuds zo = 0, ;7 = 0.5, 25 = 1.5,
T3 = 3
9(0)=3, g¢(0.5)=1, ¢g(15)=0, g(3)=6.
Estimer sa valeur en z = 2 en interpolant g par un polynéme de degré 3 aux points
x=0,0.5, 1.5, 3.

Sol. :

1. On peut calculer le polynome Iy f () en utilisant les polynomes de la base de Lagrange
associée aux neuds xo, T, To.
Base de Lagrange :

(x —21)(x — x3) 2 25
#olw) = (o — 1) (29 — 22) 37T2x T 1

(x — @0)(x — x2) 2 2.3,
() = (1 — 20) (21 — 22) 2t * T

(z — xo)(z — 21) 4 2 4
()02(27) N (.1'2 — xo)($2 — .1'1) N 37T2x m

Le polynome cherché est donc

4 4,

M2 f(x) = f(0)po(2) + f(m)r() + f(37/2)a(w) = 5o = o527



2. On peut construire les polynomes de la base de Lagrange et utiliser la méme démarche
qu’au point a). On note xo =0, x1 = 0.5, x9 = 1.5 et 3 = 3. On a alors

pola) = —glr = - -3) @)= galr— ) -3)
pa(a) = —gala — 3)(r = 3) ps(a) = (e = )@~ 3)
Finalement, le polynome interpolant est
73 f(x) = sin(0) @g + sin (;) 1 + sin (g) Yo + sin (3) 3
== [36sin (;) (z — 2)(:5 ~3)— 20sin @) (z — ;)(z —3) 4 4sin (3) (z — ;)(as - ‘3)} |

Puisque x = 1.5 est un point d’interpolation, on a que w3(1.5) = f(1.5) = sin (%)

3. Il suffit d’observer que f(x) est un polyndme de degré deux et donc on a llyf(z) = f(x)
et s f(x) = f(x).

4. On peut réutiliser la base de Lagrange obtenue au point b) et ainsi

Mag(x) = g(0)po(x) + g(0.5)p1(x) + g(1.5)pa(x) + g(3)ps(x)
= 3po(z) + p1(z) + 6¢3()
= (2z-3)(xz—1).

Finalement, T3g(2) = 1.

Exercice 2

On considere la fonction
f(z) = e, x € 0,1].

Soit N un nombre entier, H = 1/N, et II¥ f le polyndéme composite linéaire par morceaux
qui interpole la fonction f aux nceuds x; =iH,7=0,1,...N.
a) Calculer le nombre minimal N de sous-intervalles pour que 'erreur d’interpolation
E(f) = maxgepq | f(z) — I f(z)| soit inférieure & 1074,
b) Soit II,,f le polynéme d’interpolation de Lagrange de degré n qui interpole f aux
neceuds z; = i/n,i = 0,1,...n. Est-ce que 'erreur d’interpolation E,(f) = max,ejoq | f(z)—
[T, f(x)| tend vers zéro lorsque n — oo 7 Est-ce que le nombre de noeuds nécessaires
pour que lerreur soit plus petite que 10~* est du méme ordre de grandeur que celui

du point a) ? Justifier vos réponses.
Sol. :

a) L’estimation de l’erreur étant

H2 2
H < " — 2x —
Ey(f) < & Dnax |f" ()] Sz fnax [4e* = 55

il faudra imposer
e? e
N*>—.10" = N >100—= ~ 192.
2 V2



b) L’estimation de l'erreur étant

E (f) < 1 <1>n+1 |f(n+1)( )| 1 <1>n+1 |2n+1 2a:|
" < — max ) = — max (&
4n+1) \n z€[0,1] 4in+1) \n z€[0,1]
62 2 n+1
T 4(n+1) (n>
n+1
on voit que lim, ., FE,(f) =0, car 4(;%11) —0 et (%) i — 0.

Le nombre n de neeuds nécessaires pour que lerreur ne soit pas plus grande que 1074
sera beaucoup plus petit que N ; par exemple avec n = 10 on a

2

[
E.(f) < —5 "1 <1074
(H<it<

Exercice 3

On considere la fonction

f(zx) , x€l=][0,1]

B 14+z
Déterminer le nombre minimal d’intervalles uniformes pour que le polynéme linéaire par
morceaux qui interpole la fonction par intervalles donne une erreur < 1075, Sol. : Soit
N le nombre de sous-intervalles de I = [0,1] de longueur h = 1/N. On rappelle que pour
Uerreur d’interpolation linéaire par intervalles, on peut fournir [’estimation suivante :

maXp<z<i |f(2) |

1 _ 2
fax [T, f(z) — f(2)] < 3 h*.
On a
2
max |f?| = max | ———| <2
0<z<1 0<az<1|(1+x)3

Pour satisfaire la condition demandée par ’exercice on doit donc prendre
h*<4-107°
et donc N > +/0.25-10° ~ 159.

Exercice 4

On se donne la fonction :

T

f(x):sin(3>, rel=]|0,1].

1. Soit IT,, f le polynéme interpolant la fonction aux noeuds équidistribués xg, x1, ..., T,.
Estimer Uerreur d’interpolation E,(f) sur l'intervalle I en fonction du degré n du
polynome et étudier son comportement quand n — oo.

2. Trouver le nombre minimal de nceuds équirépartis pour que E,(f) < 1074, (Sugges-
tion : essayer pourn =1, 2, 3,....)



Sol. :

1. En général, pour estimer ’erreur d’interpolation d’une fonction continue par un po-

lynome de degré n dans le cas de neeuds équidistribués sur l'intervalle [a,b], on peut
utiliser l’inégalité

o\
B = s, 170~ f (o)) < ot (0] s @l ()

a<w<b (n+1)\ n a<z<b

ot (b — a) est la longueur de lintervalle d’interpolation. Pour la fonction f(x) =
sin (%), on a que

1 1
O I )

et donc on obtient immédiatement

1
(n+1)
Bax, | ()] < R

Dans ce cas, on a l’estimation suivante :

1
(n+1)(3n)m+D)

Falf) = max 1f(@) — M f(2)] <

0<z<1

qui tend vers zéro quand n — Q.
On doit satisfaire la condition suivante :

1 1

4(n + 1)(3n) D) = 104 (3)

D’abord, on peut essayer pour n = 1 et n = 2, mais on voit que l'inégalité (@ n’est
pas vérifiée. Finalement, pour n = 3, on trouve

T 9.526 - 1076 < 107
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