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EXEMPLES ET MOTIVATIONS

L'intégration est un des problémes les plus importants que |'on rencontre en analyse. Souvent
le calcul des intégrales par des méthodes analytiques s'avére trés compliqué, voire impossible,

car il n'existe pas d'expression analytique de la primitive de la fonction a intégrer. Voici
quelques exemples :

1 /2 1
/ e dx, / V' 1+ cos? x dx, / cos x? dx.
0 0 0

Dans ces cas, on peut appliquer des méthodes numériques pour évaluer la valeur de l'intégrale
donnée.
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QUELQUES PROPRIETES DE L'INTEGRALE

Soient f,g : [a,b] > Ret A € R.

/ab f(x) + \g(x)dx /ab f(x)dx 4+ A /abg(x)dx (linéarite) (1)

b 1 _ _
/ f(x)dx / f (a; b + tb 5 a) b 5 2 gt (changement de variable) (2)

/a ’ F(x)dx

Comment utiliser ces propriétés pour définir une stratégie pour |'approximation d'un intégrale ?

X1 XN
/ f(x)dx+...—|—/ f(x)dx aveca=x9 < ... < xy = b(3)

XN—1

@ Grace a (2) on définit d'abord une stratégie pour 'approximation d'un intégrale sur
I'intervalle [-1,1].

@ L'équation (3) permet de définir des formules composites.

@ La propriété (1) permet d'exploiter I'algébre linéaire.
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FORMULE DE QUADRATURE SUR [—1, 1]

1

On cherche a approximer l'intégrale / g(t)dt d'une fonction continue.
-1

Rappel : Base de Lagrange :

e n+ 1 noeuds —1 < toétléi';étn <1

e n -+ 1 fonctions de base associées {o,...¢n}

n
gl b Leginge | Tha (D= 2 alf) ¢ (H)
A A/, A( :):—O J
o (DAY o~ \ Tha BdF= \ 2 gD o:B= 2 a(F) \p.(DAT
J0 ) 0 =0 0V = 02T~
_; i / T
O =N A
\

S. DEeparis, SCI-SB-SC-EPFL INTRODUCTION 4 26



INTEGRATION NUMERIQUE
0O000@000000000000O000O000000

FORMULE DE QUADRATURE SUR [—1, 1]
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DEGRE D’EXACTITUDE [
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DEGRE D’EXACTITUDE I1
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FORMULE DU POINT MILIEU
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FORMULE COMPOSITE DU POINT MILIEU

Cette formule est obtenue en remplagant, sur chaque sous-intervalle I, la fonction f par un
polyndme constant Mof égal a la valeur de f au milieu de /x (voir figure suivante) : on obtient
la formule composite du point milieu

N—-1
Ien(F) = H > F(Xi),
k=0
ou y
Yk:%:aﬁ-kH%—E.
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FORMULE DU TRAPEZE

Jf(g) — 2% — (a,(\/n\ *6 (4\>

xk1 xk
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FORMULE COMPOSITE DU TRAPEZE

Si, sur chaque sous-intervalle I, on remplace f par le polynéme d'interpolation M;f(x) de
degré 1 aux nceuds xx et xxy1, on obtient la formule composite du trapéze :

50 = 25 106+ Al = 217G+ 76 = 1S £
k=0 k=1
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FORMULE DE SIMPSON

S (g) =rg'[g(—1) +4g (0) + g(1)]

S. DEeparis, SCI-SB-SC-EPFL INTRODUCTION



INTEGRATION NUMERIQUE
000000000000 0000eO000000000

FORMULE COMPOSITE DE SIMPSON

La formule de Simpson est obtenue en remplagant f par son polynéme interpolant composite
N4 f(x) de degré 2. En particulier, M5 £(x) est une fonction continue par morceaux qui, sur
chaque sous-intervalle [x, xx+1], est obtenue comme le polynéme interpolant f aux nceuds

Xk + Xk41

5 et xx41 (voir figure suivante).

Xk, Xk =

On obtient donc la formule composite de Simpson :
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B CxcuveLe -
On considere /(f) = fol f(x)dx ou f(x) = cos(x?) : la figure suivante montre I'erreur
d'intégration |5 (f) — I(f)| (formule composite du point milieu) et |/£(f) — I(f)[ , (formule
composite du trapéze) en fonction du nombre de sous-intervalles .

Erreur

I I I I I I I I I
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ERREUR D’ INTEGRATION [

THEOREME

Soit J une formule de quadrature exacte de degré r > 0 et [a, b] un intervalle. Alors il existe
une constante K > 0 telle que pour tout N € N et toute f € C"™([a, b]) on a

b—a

/bf(x)dx—LH(f) < K H™* max ‘#r+])(x)’ ou H= m

x€[a,b]

DEFINITION

On dit qu'une telle formule de quadrature composite Ly est d'ordre d = f{+ 1 (par rapport a
la longueur H des sous-intervalles),

DEMONSTRATION.
(pas faite) O
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ERREUR D’ INTEGRATION II

e Formule composite du point milieu. Si f est dans C2([a, b]), alors

c b—a )
[I(F) = I5a(F)| < 7/42 max. |f”(x)|\:> degré exact 1, ordre 2

e Formule composite du trapéze. Si f est dans C2([a, b]), alors

b—
(F)—I(F)] < 22 max |f”(x)| & degré exact 1, ordre 2
12 x€[a,b]

e Formule composite de Simpson. Si f est dans C*#([a, b]), alors

b—
2 H* max_|f""(x)| +> degré exact 3, ordre 4

I(f) — IS(F)| <
| ( ) s( )I— 18016 x€[a,b]
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Formule du point milieu

fonction de degre 0, integration exacte fonction de degre 1, integration exacte fonction de degre 2, integration pas exacte
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Formule de Simpson

fonction de degre 0, integration exacte

fonction de degre 1, integration exacte

fonction de degre 2, integration exacte
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fonction de degre 3, integration exacte

fonction de degre 4, integration pas exacte
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FORMULES D’ORDRES ELEVES

Formules de quadrature de Gauss-Legendre.
Degré d'exactitude 2M — 1, ordre par rapport a H : 2M

Ec.  Odwr Moy W

& 2 {£1/v3} {13
6 3 {£V15/5,0} {5/9,8/9}
4 {i(1/35)\/525—70\/ﬁ {(1/36)(18 + /30),

8 +(1/35)V/525 +70v30)  (1/36)(18 - v30)}
’10 5 {0, +(1/21)V/245 — 14y/70 {128/225, (1/900)(322 + 13+/70)
+(1/21)v/245 + 14\/%} (1/900)(322 — 13v/70) }

o ¥hw

Formules de quadrature de Gauss-Legendre-Lobatto.
Degré d'exactitude 2M — 3, ordre par rapport 3 H : 2M — 2

M t; wj
7% {15,173
2 & (1/6.5/6)
c 6 {1/10, 49/90, 32/45}
|

[Quarteroni, Saleri, Gervasio, Scientific computing]
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