
GC – Probabilités et Statistique

http://moodle.epfl.ch/course/view.php?id=14271

Cours 5

[Pour révision et plus d’exemples, voir la vidéo 4a et les
exemples sur moodle]

VAs continues

Loi uniforme

Loi normale (gaussienne)

Approximation normale à la distribution binomiale
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VAs continues

Une variable aléatoire ne pouvant prendre qu’une quantité
dénombrable de valeurs est dite discrète

Il existe aussi des variables dont l’ensemble des états possibles
est infini non-dénombrable

X est une VA continue s’il existe une fonction f non-négative
définie pour tout x ∈ (−∞,∞) et vérifiant pour tout ensemble
B (mesurables) de nombres réels la proprièté

P(X ∈ B) = ∫
B
f (x)dx

La fonction f est appelée la densité de probabilité de la VA
X

Cette fonction est analogue à la loi pour une VA discrète
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Probabilité = Aire sous la courbe

En rappelant certaines définitions :

L’ensemble fondamental de l’expérience est l’ensemble des
issues possibles

Tous sous-ensemble de l’ensemble fondamental est appelé un
événement

Pour une VA continue X , l’événement que la valeur de X est
dans l’ensemble B (un sous-ensemble de l’ensemble
fondamental) est écrit mathématiquement comme : X ∈ B

La probabilité que la valeur x de X ∈ B (i.e., la probabilité de
l’événement B) est obtenue de l’intégrale de la densité f =
l’aire sous la courbe
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Propriétés de la fonction de densité

La VA X doit prendre une valeur dans (−∞,∞), donc f doit
satisfait

P(X ∈ (−∞,∞)) = ∫
∞

−∞
f (x)dx = 1

Tout comme pour les VA discrètes avec la loi p(x)

⇒ tous les problèmes de probabilité relatifs à une VA X
continue peuvent être traité grâce à f
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Illustration en utilisant la densité

Beaucoup de questions sont de la forme :
‘Quelle est la probabilité X soit entre a et b (inclusive) ?’
(c.-à-d., l’ensemble B = [a,b]) :

P(a ≤ X ≤ b) = ∫
b

a
f (x)dx

La probabilité la VA X égale une valeur spécifique a :

P(X = a) = ∫
a

a
f (x)dx =

Alors :

seulement les intervalles peuvent avoir

une probabilité positive
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Fonction de répartition

Même que pour les VAs discrètes, la fonction de répartition
d’une VA continue est

F (x) = P(X ≤ x) = ∫
x

−∞
f (u)du

P(X < x) =
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Relation entre densité et répartition

La relation entre la fonction de répartition F et la densité f
d’une VA continue X est donnée par

F (a) = P(X ∈ (−∞, a]) = ∫
a

−∞
f (x)dx

La dérivation des deux membres dans l’équation ci-dessus
donne

d

da
F (a) = f (a)

c.-à-d., la densité d’une VA continue est la dérivée de la
fonction de répartition
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Exemple�� ��Exemple 5.2 La durée de vie d’un certain type de diode de
radio est une variable aléatoire de densité donnée par

f (x) =

⎧⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎩

0 x ≤ 100

100
x2

x > 100.

En admettant que les remplacements sont indépendants, quelle est
la probabilité qu’exactement 2 des 5 diodes de ce type doivent être
remplacées lors des 150 premières heures de service de la radio ? ?
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Solution

1. Soit X = nombre de diodes qui doivent être
remplacées lors les premières 150 heures de service

2. X ∼ Bin(n = 5, p = ? ?) ; Vérifer les 4
conditions :

[i] n (= 5) fixe
[ii] épreuves de Bernoulli (remplacement <

150/non)
[iii] independantes
[iv] même probabilité d’être défective

p (= ? ?)
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Solution, cont.

p = ∫
100

0
0dx + ∫

150

100

100

x2
dx = 0 −

100

x
∣

150

100

= −

100

150
− (−

100

100
) = 1 −

2

3
=

1

3

3. P(X = 2)

4. = (
5

2
) (

1

3
)

2

(

2

3
)

3

=

80

243
≈ 0.329

[subst. binom. p(i), simp.]
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Espérance d’une VA continue

Si X est une VA continue ayant pour densité f (x), la
définition analogue de l’espérance de X est simplement :

E [X ] = ∫
∞

−∞
xf (x)dx

Pour toute fonction réelle g ,

E [g(X )] = ∫
∞

−∞
g(x)f (x)dx

Facile de montrer que pour toute paire a et b de constantes,

E [aX + b] = aE [X ] + b
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Variance d’une VA continue

La variance d’une VA continue est définie exactement comme
celle d’un VA discrète :

Var(X ) = E [(X − E [X ])2]

On a aussi la formule alternative :

Var(X ) = E [X 2
] − (E [X ])2

Pour les constantes a et b, on a

Var[aX + b] = a2Var(X )
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VA uniforme

Une VA X est dite uniformement distribuée sur l’intervalle
(α,β) si sa densité est

f (x) =

⎧⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎩

1
β−α α < x < β

0 sinon.�� ��Exemple 5.3 Trouver la fonction de répartition F pour

X ∼ U(α,β) ...
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Espérance pour VA uniforme

Si X ∼ U(α,β) :

E [X ] = ∫
∞

−∞
xf (x)dx

= ∫

β

α

x

β − α

=
β2 − α2

2(β − α)

=
β + α

2

⇒ L’espérance d’une VA uniformement distribuée sur un
intervalle est égale à la valeur au milieu de l’intervalle
(intuitive ! !)
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Variance de VA uniforme

On utilise la formule alternative ; calculons d’abord

E [X 2
] = ∫

β

α

x2

β − α

=
β3 − α3

3(β − α)

=
β2 + αβ + α2

3

Donc Var(X ) =
β2 + αβ + α2

3
−
(α + β)2

4
=
(β − α)2

12
(moins intuitive ! !)

15 / 29



Exemple�� ��Exemple 5.4 X ∼ U(0,1) ⇒ f (x) =

(a) P(X < .3) =

(b) P(X > .6) =

(c) P(.3 < X < .8) =
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PAUSE
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Distribution normale
Une VA X est dite normale (ou gaussianne) avec paramètres
µ et σ2 si la densité de X est donnée par

f (x) =
1

√
2πσ

e−
1
2
( x−µ

σ
)2 , −∞ < x < ∞
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L’intégrale de la densité normale = 1

(facultatif : ne sera pas examiné ! !)

– à utiliser comme aide de sommeil :)

Afin de prouver que f (x) est bien une densité de probabilité, il
faut montrer que

1
√
2πσ
∫

∞

−∞
e−

1
2
( x−µ

σ
)2dx = 1

En effectuant le changement de variable y = (x − µ)/σ, on
obtient

1
√
2πσ
∫

∞

−∞
e−

1
2
( x−µ

σ
)2dx =

1
√
2π
∫

∞

−∞
e−y

2/2dy

Donc il reste à montrer que ∫
∞

−∞
e−y

2/2dy =
√
2π
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L’intégrale = 1, cont.
Soit I = ∫

∞

−∞
e−y

2/2dy :

I 2 = ∫

∞

−∞
e−y

2/2dy ∫
∞

−∞
e−x

2/2dx

= ∫

∞

−∞ ∫
∞

−∞
e−(y

2+x2)/2dy dx ,

En passant à un système de coordonnées polaires, on peut
evaluer cette intégrale double :

x = r cosθ, y = r sinθ, dy dx = r dθ dr

Alors

I 2 = ∫

∞

0
∫

2π

0
e−r

2/2r dθ dr

= 2π∫
∞

0
re−r

2/2dr

= −2πe−r
2/2
∣
∞
0
= 2π => I =

√
2π

20 / 29



Espérance d’une VA normale

Pour trouver E [X ], X ∼ N(µ,σ2), il faut calculer

E [X ] =
1

√
2πσ
∫

∞

−∞
xe−

1
2
( x−µ

σ
)2dx

Nous n’allons pas travailler sur les détails ici, mais si on écrit
le multiplicateur x comme (x − µ) + µ nous pouvons séparer
l’intégrale en 2 parties :

∎ une est de µ fois l’intégrale d’une densité normale (qui
est donc égale à 1),

∎ l’autre partie est symétrique autour de 0 de sorte que
les parties positive et négative s’annulent et donc
l’intégrale égale à 0.

Donc, si X ∼ N(µ,σ2
),E [X ] = µ
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Variance d’une VA normale

Pour trouver Var[X ], X ∼ N(µ,σ2), on utilise la définition :

Var(X ) = E [(X − µ)2]

=
1

√
2πσ
∫

∞

−∞
(x − µ)2e−

1
2
( x−µ

σ
)2dx .

Cela peut être fait très simplement, par une substitution
y = (x − µ)/σ puis on fait l’intégration par parties (IPP)

Donc, si X ∼ N(µ,σ2
),Var(X ) = σ2

Encore : ces détails ne sont pas intéressants pour nous
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Distribution de Y = aX + b

Une propriété importante de la famille des variables normales
(ce qui NE TIENT PAS pour toutes VAs) est que :

si X ∼ N(µ, σ2), alors Y = aX + b ∼ N(aµ + b, a2σ2)

Pour démontrer ce résultat, on peut trouver la fonction de
répartition F de la VA Y = aX + b ; X ∼ N(µ,σ2), et a, b
constantes

La dérivation de F donne la densité de Y , qui est de la forme
d’une densité normale

Encore : ces détails ne sont pas intéressants pour nous

23 / 29



VA normale centrée réduite
L’application la plus utile du résultat précédent consiste à
déterminer les probabilités des VAs normalement distribuées

Si X ∼ N(µ,σ2), la VA Z = (X − µ)/σ ∼ N(0,1)

La distribution de Z est dite normale centrée réduite (ou
standard)

On note la fonction de densité f (z) d’une variable normale
centrée réduite par le symbole ϕ, et la fonction de répartion
par Φ :

ϕ(z) =
1
√
2π

e−z
2/2

Φ(z) =
1
√
2π
∫

z

−∞
e−z

2/2dz

Cette intégrale n’a pas de forme simple, donc on utilise une
table des valeurs calculées (ou un logiciel) pour trouver l’aire
sous la courbe
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Table de loi normale
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Résoudre les problèmes en utilisant la table normale

Étapes à suivre pour résoudre les problèmes impliquant VAs
normalement distribuées (c.-à-d. étape 4 : “Répondre à la
question” pour X ∼ N(µ,σ2)) :

1 Centrer et Réduire (‘standardiser’) la VA

2 ** DESSINER L’IMAGE **

3 Utiliser la table normale afin de trouver la probabilité

4 (Faire le calcul)
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Exemple : pratique en utilisant la table normale�� ��Exemple 5.5 Soit X ∼ N(µ = 66, σ2 = 92). Trouver

(a) P(57 < X < 75)

(b) P(X > 80)

(c) le nombre c tel que P(X < c) = 0.75
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L’approximation normale d’une répartition binomiale

Il s’avère que si n est suffisament grand ∗, Sn ∼ Bin(n,p) est
approximativement normalement distribuée, ayant la même
moyenne et la même variance que la VA binomiale

Théorème limite de DeMoivre-Laplace
Soit Sn le nombre de ‘succès’ lors de la réalisation de n
épreuves indépendantes, la probabilité de réussite pour chaque
épreuve étant p. Alors pour tout a < b,

P

⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

a ≤
Sn − np
√
np(1 − p)

≤ b

⎫⎪⎪
⎬
⎪⎪⎭

→ Φ(b) −Φ(a) lorsque n →∞

C.-à-d. la distribution d’une VA binomiale standardisée
converge vers la distribution normale standard lorsque le
nombre d’épreuves n →∞

∗np ≥ 10 et n(1 − p) ≥ 10
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Exemple�� ��Exemple 5.6 La taille idéale pour une classe de première année
dans un collège donné est de 150 étudiants. La politique de ce
collège est d’admettre 450 étudiants, et est basée sur la
constatation expérimentale que 30% seulement des étudiants
admis suivront vraiment le cours.

Quelle est la probabilité que le collège se retrouve avec une
première class de plus de 150 étudiants lors d’une année donnée ? ?
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