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Série 8

Exercice 1

Soit f : [0,1] — R une fonction continue donnée. On considére le probléme aux limites suivant :
Trouver une fonction u : x € [0,1] — u(z) € R, telle que

—u"’(z) = f(z) pour tout x € [0, 1],
u'(0) = 0, (1)
u(1) =0.

On veut résoudre numériquement le probléme par une méthode d’éléments finis.

1.a) Soit V I’ensemble des fonctions continues g : [0, 1] — R, de premiére dérivée ¢’ continue par morceaux, et telles
que g(1) = 0. Montrer que la formulation faible du probléme consiste a trouver u € V telle que :

1 1
/ o () (z)dr = / f(x)v(z)dz, pour toute fonction v € V. (2)
0 0
1.b) On considére une méthode d’éléments finis continus de degré 1 pour résoudre . Pour ceci, posons N un entier

positif, h = 1= et x; = jh avec j = 0,1,2,..., (N + 1). Les fonctions “chapeauz’ ¢; de la base d’éléments finis
NA+1 J J
associées aux points z;, j = 1,..., N, sont données par :

T — T .
TJ six € [zj_1, 25,

pi(r) = % six € [z, 541, 3)
0 siz <xzj_j0uT>Tj1.

La fonction ¢ associée au point z est donnée par

r1 — T
po(z) = h
0 sixz > x

siz € [xg,21],

(4)

Représenter graphiquement les fonctions de base. Ecrire ’approximation de Galerkin correspondant au probléme
(2) avec les fonctions ¢; comme fonctions de base, puis le systéme linéaire équivalent :

A = f. (5)

Expliciter les coefficients de A et JF (sans évaluer les intégrales).

1.c) On utilise la formule du trapéze pour évaluer les intégrales présentes dans les coefficients du second membre f.
Le systéme ainsi obtenu sera noté

—

Ai = f. (6)
Calculer les coefficients de la matrice A et du second membre j? Montrer qu’on aboutit au systéme linéaire
1 -1 Ug a
. -1 _21 21 » 0 Zl ; Exl)
W 2= @)
0 12 ) \uy flan)

Expliciter a.



1.d) On veut résoudre le probléme par la méthode de différences finies centrées. Ecrire le schéma pour les indices

i1 =1,...,N. Pour Iindice i = 0 on utilise les deux formules de différences finies suivantes :
Uy —U—-1
ettt
2h ’
—U_1 4+ 2up — uy
2 = f(@o0).

Eliminer u_; et écrire le systéme linéaire correspondant. Comparer avec le systéme (1) obtenu par la méthode
des éléments finis.

Exercice 2

Soit A € RV*YN donnée par

1 -1
-1 2 -1 0
A= -1 2 -1 (1)
0 -1 2

Montrez que A est symétrique définie positive.
Indication : montrez que ZTAZ > 0 pour tout ¥ € R \ {0}.



	
	

