THEORIE DES GROUPES 2024 - 25, SERIE 8

Exercise 1. A faire aprés chaque cours!
Revoir le cours et comprendre/remplir les lacunes dans les démonstrations.

Exercise 2. (facile) Les groupes suivants sont-ils résolubles? Si oui, écrivez une série sous-
normale avec des quotients abéliens pour chacun.

Do, pour tout n.

G x H, ou G et H sont des groupes résolubles.

Exercise 3. (facile) Soient G et H des groupes nilpotents, montrez alors que G x H est aussi
un groupe nilpotent.

Exercise 4. (facile) Soit G un groupe quelconque. Rappelez-vous qu'un automorphisme d’un
groupe (G est simplement un isomorphisme G — G. On dit qu'un sous-groupe H C G est appelé
sous-groupe caractéristique si ¢(H) = H pour tous les automorphismes ¢ de G.

(1) Montrez qu’un sous-groupe caractéristique de G est toujours un sous-groupe normal.
(2) Montrez que Z(G), le centre de G, est un sous-groupe caractéristique de G.

(3) Montrez que [G,G], le sous-groupe des commutateurs de G, est un sous-groupe ca-
ractéristique de G.

Exercise 5. (moyen) Soit G un p-groupe fini, montrez alors que G est résoluble.

Exercise 6. (moyen)

(1) Soit G un groupe simple qui est aussi résoluble. Montrez que G doit étre abélien.
Concluez que G est isomorphe & Z/pZ pour un certain nombre premier p.

(2) Montrez qu'un groupe résoluble ayant une série de composition est nécessairement fini.

(3) Montrez qu'un groupe fini est résoluble si et seulement si ses facteurs de composition
sont des groupes cycliques d’ordre premier.
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Exercise 7. (moyen) Soit k un corps quelconque. Considérons le groupe B des matrices trian-
gulaires supérieures inversibles 2 x 2 sur k :

w6 2

Montrez que B est un groupe résoluble en exhibant une série sous-normale pour B avec des
quotients abéliens.

a,dekx,bek}.

Exercise 8. (difficile) L’objectif de cet exercice est de montrer que A4,, < .S, est le seul sous-
groupe normal non trivial de .S,, pour n > 5. Soit donc 1 # H < S5,, un sous-groupe normal non
trivial.

(1) Montrez que le centre de S, est trivial pour n > 3.

Indice : Ecrivez a € S,, comme un produit de cycles disjoints et construisez g € .S, tel
que
a~'pa#B.
(2) Supposez que H N A, = 1. Montrez que H contient un élément o d’ordre 2, et que o
est en fait le seul élément non trivial, c’est-a-dire que H est un sous-groupe d’ordre 2.
(3) En utilisant le premier point, trouvez une contradiction en montrant que o = 1.

(4) Concluez.



