Formulaire

Transformées de Fourier
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Transformées de Laplace
Pour a >0, w e R, zg € C
| ft), t=0 \ L(f)(z) = F(z)
2 || fe) =1 Flz) =1 Re(z) > 0
3 || f(t) = et F(z) = Z—izo Re(z +29) >0
K 1
4| fo) = % F(z) = — Re(z) > 0
5 f@) = te—*ot F(z2) = G +1ZO)2 Re(z +20)>0
6 || f(t) =sin(wt) F(z)= o :_Uwz Re(z) > 0
7 || f(t) = cos(wt) F(z2) = 2 Re(z) > 0
8 || f(t) = e*tsin(wt) F(z) = =)l Re(z — 29) >0
9 || £(t) = e cos(wt) FE) =1 —Zzo_);i — Re(z—2)>0
10 || f(t) = sinh(wt) F(z) = JE R Re(z) > |w|
11 || f(t) = cosh(wt) F(z)= po R Re(z) > |w]
12 || £(£) = et sinh(wt) FE) = = Z:)J? —  Re(z—z) > [u]
13 || f(t) = et cosh(wt) FE) = —Zz;);O— - Re(z—z) > [u]
14 || f(t) = tcos(wt) F(z)= (;22;522)2 Re(z) >0




CATALOGUE
Premiére partie, questions & choix multiple

Pour chaque question marquer la case correspondante & la réponse correcte sans faire de ratures. Il n’y a
qu’'une seule réponse correcte par question.

Question [SCQ-01 - Holomorphe] : (2 points) Si f(z) = f(z+iy) = 2+ ay + i(bx + cy) est holomorphe,
alors que valent a,b,c ?

-c:leta:—b Dazletc:—b

Daz—letc:b Da:b:c:l

Question [SCQ-02-Singularités] : (2 points) Quels sont les poles de la fonction
z—1
= ?
LAYl S ) Y By ) P
[[]z=—2 []z=-1,2

. z=1,-2i |:| f(2) n’a pas de poles

Question [SCQ-03-Singularites 2] : (2 points) Quels sont les poles de la fonction

22 -1
=" 9
1) sin(z + 1)
[Jz=kmkezZ B:=-1+krk£0ez
[Jz=-1+knkeZ [ ] f(z) est holomorphe.

Question [SCQ-04-Laurent| : (2 points) Soit Lf(z) => > c¢,2" la série de Laurent de f(z) en zo = 0.
Pour quelle fonction a-t-on
=0, VneN?

[]22+1 [] e*cos(z)
[ ] tan(z)(z — 1) B :2sinh(2)

Question [SCQ-05-Laurent 2] : (4 points) Quelle est la partie singuliére de la série de Laurent de

f(z):;_i_17 enzg=1?
el —
U= e
1
Dzﬁ [Jo

Question [SCQ-06-Laurent 3] : (4 points) Quelle est la partie singuliére de la série de Laurent de la
fonction

z+1
f(Z):m, enz():O?
- 1_;,_1 1 ;1_|_1
2 22z 22 2z

]=-1 o

2z
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Question [SCQ-07-Integration 1] : (2 points) Soient deux nombres complexes distincts zg,z1 € C.
Soient deux courbes réguliéres I'y et I'; respectivement paramétrées par

71(0) = 72(0)
71(1) =72(1)

20,

v1,7% :[0,1] = C, avec {
Z1.

Pour toute fonction f: C — C holomorphe, laquelle des propositions suivantes est toujours vraie ?
| f@dz + | f@)dz = z+=
Iy s
D / f(Z) dZ = (Zl - ZO) . Long(Fi)’ 1= 1’2
T;
L[ r@dz + | f@)dz =0
'y Ts

W /ed= | f(x)dz
T, Ty

Question [SCQ-09-Integration 3] : (2 points) Soit I' le cercle unité. Pour quelle fonction f(z) a-t-on
/f(z) dz = 2mi ?
r
[ f(z) =22 L L L
W)= L 1) = Lre) =

1 _
z—1 z—1

Question [SCQ-10-Integration 4] : (4 points) Calculer

I:/szz,
r

[Jr=0 _ =i _ 2% [ ] I nest pas définie
- LJr1=3

ou I' =[1, 4] est le segment entre 1 et 7.

Question [SCQ-11-Integration 5] : (4 points) Que vaut l'intégrale

wz/2
/ 62 dz ?
sl=2 2" +1

B 2~ [ ]on (] -= [] ne

Question [SCQ-12-Residus 1] : (2 points) Calculer le résidu de

23

f(z) = CEHEEDL
[] &~ (] —4d o H

en zp = 1.
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Question [SCQ-13-Laurent 3] : (2 points) Quelle fonction f(z) admet la série de Laurent suivante en

2’0:0
0o

fE)= 3 (1)

n=-—2

] 1 [ ] sin(z) cos(2)

1+ 22

2z -1 z+2
m-—— D(z—1)2

24— 223 4+ 22

Question [SCQ-14-Residus 3] : (2 points) Si f(z) admet des poles d’ordre 1 z; = 1 and 29 = 2 avec des
résidus respectivement de 3 et —1, quelle est la valeur de l'intégrale

[]2mi B i~ []on []4n

Question [SCQ-15-Laplace] : (2 points) Quelle est la transformée de Laplace de cos(2t) ?

O 5 - -2 -2

22 2244 2244 224

Question [SCQ-16-Laplace] : (4 points) Quelle est la transformée inverse de Laplace de

F(z)= , avec Re(z) >07?

224z

B [Jet—t [Jt—et []et

Question [SCQ-17-Laplace 2] : (2 points) Si F(z) est la transformée de Laplace de f(t), alors quelle est
la transformée de Laplace de t2f(t)?

| e [ ] 22F(2) ] 2F'(z) [] Jo (z = $)?F(s) ds
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Question [SCQ-18-EDP 1] : (4 points) Soit u = u(x,t) une solution ’équation des ondes

O*u(x,t)  0%u(x,t) du(x,t)

B2 = T +2 Ee + 2u(z,t) pour z €]0,1[, t >0
u(0,t) =u(1,t) =0 pour t >0
u(z,0) = f(z) pour z € ]0,1]
aU(afs’t)“(w,O) =g(z) pour z € |0, 1]

En supposant que u(z,t) = v(z)w(t), a la résolution de quel problémes aboutit la méthode de séparation
des variables vue au cours ?

N v () + 20" (2) + 2+ Nv(z) =0
v(0) =v(1) =0 et w’(t)+ I w(t) =0

] v (z) + 20" (z) + Av(z) =0
v(0)=v(1)=0 et w'(t)+ 2+ Nw(t)=0

et v’(z)+ dv(xz) =0
w'(0) = g(x) et v’ (z)+20(¢) + 2+ Nv(z) =0

Question [SCQ-19-PDE 2] : (6 points) Soit I’équation de la chaleur

ou 0*u
8t(m,t)+(2t—|—1)@(x,t)—0 pourz €R, t >0
u(z,0) = f(x) pour z € R.

ou f:R—R. Si f est la transformée de Fourier de f, laquelle des fonctions suivantes est une solution de
I’équation ?

Rappel : la solution du probléme de Cauchy
{y’(x) + f(x)y(z) =0
y(0) = wo

est donnée par
y(z) = yoe~ Jo DAL,

1 o0 P 4,4 -
e = —= [ fl)e o da
T J—c0o
1 * iatt+iax
[ u,t) = — fla)e do
21 J— 0o
1 RSN .
Wiz = 5 / fla)eme rntiar gq
T J—0

D u(:l:,t) _ L /Oo j?(a)efaéltwriowc do
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Deuxiéme partie, questions du type Vrai ou Faux

Pour chaque question, marquer (sans faire de ratures) la case VRAI si affirmation est toujours vraie ou
la case FAUX si elle n’est pas toujours vraie (c’est-a-dire si elle est parfois fausse).

Question [TF-01] : L’intégrale de f(z) = 22 + sin(z?) le long de toute courbe réguliére, simple, fermée
T': [0,27] — C est nulle.

B VvrAI [ ] FAUX

Question [TF-02] : La fonction f(z) = exp(1/z) admet un pole d’ordre 1 en zy = 0.

[ ] VRAI B raux

Question [TF-03] : La fonction f(z) = 1/z est holomorphe sur C.

[ ] VRAI B raux

Question [TF-04] : La dérivée de f(z) = zcos(z) satisfait les équations de Cauchy-Riemann.

B VvrAI [ ] FAUX

Question [TF-05] : La fonction f(z) = Re(z), qui associe & tout nombre complexe sa partie réelle, est
holomorphe.

[ ] VRAI B raux
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Troisiéme partie, questions de type ouvert

Répondre dans l'espace dédié. Votre réponse doit étre soigneusement justifiée, toutes les étapes de votre
raisonnement doivent figurer dans votre réponse. Laisser libres les cases & cocher: elles sont réservées au
correcteur.

Question 24: (Cette question est notée sur 8 points.

|:|0 |:|1 |:|2 I:|3 |:|4 |:|5 Ds |:|7 .s Réservé au correcteur

Soit f(z) = u(x,y) + iv(z,y) une fonction holomorphe telle que
u(z,y) = e v’ cos(2zy).

Calculer f/(z).
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Question 25: Cette question est notée sur 10 points.

Soit I' C C une courbe fermée, simple, réguliére par morceaux et orientée positivement. Discuter selon I' les

valeurs de l'intégrale
I / sin(z?) &
o Jr(z—20)
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Question 26: Cette question est notée sur 12 points.

Calculer

2m 1
/0 (2 + cos(t))? dt.
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Question 27: Cette question est notée sur 11 points.

Soit ’équation différentielle
{y”(t) +2y (1) +y(t) =t, >0
y(0) =0, y'(0) = 3.

(a) Calculer la transformée de Laplace Y (z) de la solution y.

(b) En déduire la solution y : [0,00[ — R. Simplifiez votre réponse.
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Question 28: Cette question est notée sur 16 points.

Calculer une solution u(x,t) de I’équation des ondes

(2 ety = Loty -2 2w, 0<z<i, t>0
G unt) = Fulz, 55 @), x <1, ,
u(0,¢) = u(1,t) =0, t >0,

u(z,0) =0, 0<x<l,

\ Eu(w, 0) = e”sin(27z), 0<z<l,

Indication : les solutions non-nulles du probléme

{y”(x) —2y/(@) + L+ pyl@) =0,  0<z<L
y(0) =y(L) =0
sont données par

W= (W—;)Z, n>0 et yy(r)=pFpe"sin (%x) .
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