
Physique 2ème année – Analyse IV Juhan Aru

Série d’exercices 8
Avertissement : les exercices sont classés par thème, pas par ordre de difficulté.

Mesurabilité
Exercice 1 Prouvez que si f, g : Rn → R sont Borel-mesurables alors {x ∈ Rn : f(x) = g(x)} et
{x ∈ Rn : f(x) ̸= g(x)} sont boréliens.

Exercice 2 Soit (fn)n≥1 une suite de fonctions mesurables de Rn à R. Prouvez que supn fn(x) et
infn fn(x) sont également mesurables.

Intégrale de Lebesgue
Exercice 3 Prouvez que la mesure de Lebesgue de l’ensemble de Cantor est nulle.

Exercice 4 (Exemples) Trouvez une fonction mesurable f : R → R non bornée, mais quand
même intégrable. Trouvez également une fonction mesurable f non nulle uniquement sur [0, 1]
mais pas intégrable.

Indice:danslesdeuxcas,ilpeutêtreplusfaciledetravailleravecdesfonctionssimplespour
lesquellesl’intégralesecalculefacilement.

Exercice 5 (Propriétés de base de l’intégrale de Lebesgue) Montrez le Lemme 2.26 du cours,
c’est-à-dire que pour f : Rn → R mesurable :

2. si |f(x)| ≤ C pour tout x ∈ Rn, alors elle est intégrable sur toute boîte finie [a1, b1]× · · · ×
[an, bn] ⊆ Rn

3. si λ(f ̸= 0) := λ({x : f(x) ̸= 0}) = 0, alors f est intégrable et
∫
fdλ = 0

4. si f ≥ 0 et
∫
fdλ = 0, alors λ(f ̸= 0) = 0.

Exercice 6 (Linéarité de l’intégrale pour fonctions simples) Prouvez que pour f, g : Rn →
R des fonctions simples finies 1 et a, b ∈ R, af + bg est intégrable et∫

(af + bg)dλ = a

∫
f dλ+ b

∫
g dλ.
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