EPFL — Automne 2024 D. Striitt

Analyse III - GC IN Exercices

Série 1 12 septembre 2024
Remarque.

Les théoremes énoncés dans la présente série sont des rappels d’analyse 11

Notation.
Soit 2 C R™ un ouvert, F = (Fy,..., F,): Q — R" tel que F € C*(,R") et 1 <i < m. On note

0F_<8F1 3Fn)
or; \Ox; 7 Ox; )’

Exercice 1.
Soit 2 C R™ un ouvert, F,G € C*(Q,R") et 1 < i < m. Montrer que

()
3 €= (5506) + (P )

ol pour a,b € R™, on note (a, b) le produit scalaire euclidien de a et b, c’est-a-dire,

(a,b) = Z a;b;
i=1

(i) sin =3,

0 OF G
F = F
83/}1' [ 4 G] 8.1‘1 A G + A 8%’1

oll pour a,b € R?, on note a A b € R? le produit vectoriel de a et b, c’est-a-dire,

azbs — agby
a/ANb= aszby — a1bs
a1b2 — agbl

Théoréme.
Soient Q@ C R", Q' C R™ f € CHY) et g = (g1,.., gm) € CHQ,R™) tel que g(Q) C Q. Alors, le
produit de composition fo g€ CY(Q) et pour tout 1 <i <mn,

df og — Of dg;
o (2) = ;:1 87]-(9(:6))8@ (2).

Exercice 2. (i) Soit p > 1 et la fonction

p
(o) i=[al? = (T a2) s Vo= (o m) € R {0).

Calculer Vh,(z).

(i) Soit une application G € C'(R™; R") qui ne s’annule jamais et la fonction

fo(t) = ;|G(tx>yp, VicR.

d
lculer — f,,(¢).
Calculer dtfp()




Définition.
Soit 2 C R2.

(7) On dit que £ est y-simple si il existe a,b € R avec a < b et a,5: [a,b] — R avec Vz €a, b,
a(z) < p(z) tels que

Q={(z,y) R : z€[a,b], ale) <y < Blx)}

Y, / // B >/3(5<5

[/ / o= o ()
)

On a alors que

fadedy = [ [ fey)dyde.
/. [

() On dit que € est z-simple si il existe a,b € R avec a < b et «, 3: [a,b] — R avec Vy €la,b],
a(y) < B(y) tels que

Q={(z,y) €R? : yc[a,b], aly) <z < B(y)}

On a alors que

b rB(y)
// f(x,y)dwdyz// f(z,y)drdy.
Q a Ja(y)
Exercice 3.

Esquisser I’ensemble A et calculer [, f(z)dx dans les cas suivants :
(1) A={(z,y) eR® : 2 €[0,1],0 <y <a}, f(z,y) = zy.
(i) A={(z,y) €eR? : 2? <y <2z, >1}, f(z,y) = 2.
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(iii) A={(z,y) eR?|0< 2 <3, x—3<y<3—a}et fz,y) =22+ sin(y)
(“J) A:{(mjy) €R2 -1 Syv %Z/—%Sxﬁ _%y—i_%}v f(.’L',y):ySHl([By)

Définition (Matrice jacobienne, Jacobien).
Soit w = (u1,...,up): R CR" = & CR", u = u(x) telle que

— we O® (0 Q)
— u est inversible et u™! € C®(Q/; Q)

La matrice Jacobienne de u notée Vu est la matrice dont les composantes sont

(911,1'

(vu)i,j = Oz,
J

Le jacobien de u, noté Jacu(x) est défini par
Jacu(x) = det Vu(x)

Théoréme (Voir aussi §8.5 du live Analyse avancée pour ingénieurs).
Soit f: QY — R continue, u: Q — Q' comme dans la définition ci-dessus et A C Q' un ensemble
fermé borné. Alors

[ fwdy= [ | ful@) Pacu(@)| do
A u—1(A)

Exercice 4.
On admettra sans démonstration que si a,b,c € R? sont trois points non-alignés A = {(t1,t2) : 0 <
t1 <1, 0<ty <1—t1} et u: RZ2 — R? est définie par

u(tl,tz) =tia+tob+ (1 —t1 — tz)c = c+t1(a — C) —i—tg(b— C),

Alors,
— wu est inversible,
— u,u"t € C®°(R? R?),

— u(A) est le triangle de sommets a, b et c.

T U ("t/_/ ;’éz’)

A
o ~‘:)/ ACHS

a

N

>

C

=

(7) Calculer le jacobien de u.

(7)) Calculer 'aire d’un triangle en fonction de ses trois sommets a, b et c.

Rappel : L’aire d'un domaine 2 C R? est donnée par

// ldxdy
Q
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Exercice 5 (Voir aussi §8.5 du live Analyse avancée pour ingénieurs).
Calculer le jacobien des applications suivantes :

(7) Les coordonnées polaires
u(r,0) = (rcosf,rsinf)

(i) Les coordonnées sphériques
u(r,0,¢) = (rcosfsin g, rsinfsin p, r cos p)
(7i) Les coordonnées cylindriques
u(r,0,z) = (rcosf,rsinb, z)
(iv) Les coordonnées carthésiennes.
u(z,y, 2) = (z,y, 2)

Exercice 6.
Esquisser ’ensemble A et calculer [, f(z)dz dans les cas suivants :

(i) A={(z,y) €R? | 22 + 12 <4} et f(z,y) = (22 +y?) 2
/i = 3242 < <2< -z
(i) A={(z,y,2) €R? : 22+4y? <1, 0< 2 <3} et f(z,y,2) py e

(iii) A={(z,y,2) €R3 | 2? +y? + 2% <9} et f(z,y,2) = Va2 + y?

Rappel :
% B (t — sin(t) cos(t))} =sin?(t)
% B (t + sin(¢) cos(t))} = cos*(t)
Remarque.

Le but de I'exercice suivant est d’établir des formules qui nous permettent de trouver une primitive
des fonctions sin”(x) et cos™(z) qui seront utiles dans les calculs tout au long du semestre. La méthode
(i.e. transformer des puissances de sinus et cosinus en combinaison linéaires de fonctions de la forme
sin(ax), cos(ax) a l'aide des formules d’Euler et du bindéme de Newton) est plus importante que les
formules établies ci-dessous.

Exercice 7. (i) (Facultatif) Soit n > 1 un entier. A l'aide des formules d’Euler, et du binéme de
Newton, montrer que si n est pair,

n/2—1

cos"(x) :2% (7;;2) + QTl—l kz:%) (Z) cos ((n — 2k)x)

n _1yn/2 n/2—1 n
sin" () :2% (n/2> + (231)_1 3 (—1)k<k> cos((n — 2k)z)

k=0

Et si n est impair,

cos™(z) :% kz:) (Z) cos ((n — 2k)x)



Indication : Pour le sinus, utiliser que si n est pair (—1)"~% = (—1)* et si n est impair, (—1)" % =
—(-1)*

(i¢) Trouver une primitive des fonctions suivantes :



Solution des exercices calculatoires
Exercice 2 (i) Vhy(z) :p]gzc\p*2

(ii) 4p = L G(t) P Gy(ta) 5 (tr)a
Exercice 3 (i) %
(7) 1
(4id) 2L
() 0
Exercice 4 (i) Sia = (a1,a2), b= (b1,b2) et ¢ = (c1,¢2), Jac(u)(t1,t2) = arba + bica + aser — agby — bacy —

ajca.
(i) §|a1b2 + bica + azcy — agby — bacy — aycs]
Exercice 5 (i) r
(i1) —r?sin(yp)
(idi) r
(iv) 1
Exercice 6 (7) 4w
(77) 9
(4id) Bl



