Montrer que
F=rot® dansQ.

Indication et remarque. S’inspirer de l’ezercice 3.2. On pourra remarquer qu’une
facon plus ramassée d’écrire ® est donnée par

CD(x):/Ol[F(tx)/\x]tdt, z €§)

ol on a dénoté le produit vectoriel par A, ce qui veut dire que si x,y € R, alors
€1 €2 €3
T2Y3 — T3Y2
TANy=|21 22 x3 [=| Z3y1 —x1ys

X — X2
Y Y2 Y3 k2 i

3.4 Corrigés

Exercice 3.1 (i) Comme

0 o
rotF1:%(xy—m)—a—y(y)zy—l—l#o,

le champ F ne dérive pas d’un potentiel. On peut choisir I' = I'; UT'3 olt
Iy={(t¢*):t€0,1]} et To={(2-t 2-t):te[1,2]}.

On trouve alors que

r

[ U S

-dl

—
o

S 5

Fl-dl—I—/ Fy-dl
a2

1
1

(2,82 1) - (1,2t)dt+/2 (2—t, (2-1)?% - (2—t)) S(=1,-1)dt

Corrigés

et donc

—4
/Fl-dl:—;éo.
T

(i1) Comme rot Fy = 5% (2%) — 3%/ (3z%y+22z) = 322 — 322 = 0 et que

le domaine de définition de F; est R?, qui est convexe, on déduit que Fy dérive
d’un potentiel f. Ce potentiel satisfait donc

g =3z%y+22
ox
15}
- 5 @)=yt h),

En dérivant cette dernieére équation par rapport & z et en la comparant & la
premiere, on a
32%y+ R (z) =32%y+22 = K (z)=2z = h(z)=22+ constante.
Donc le potentiel est f (z,y) = 23y + z?+constante.
(#i) Comme
o) 3
rot F3 = — (2°) — = (32%y) =22 - 322 #0
E ( ) Ay ( y) 70,

on trouve que F3 ne dérive pas d’un potentiel. Choisissons I' = I'; UT, comme
dans la question (i). On a

/1_‘Fs-dl=‘/01 (3t4’t2).(1,2t)dt+‘/12 (3(2—75)3,(2_t)z)'(—l,—l)dt:%.

Exercice 3.2 (i) Cas n = 2. On commence par observer que

{m of (tz,ty) 4y af(twaty)]

0

9 - of (tz,ty) 9g (tz,ty)
3x[wf(tx,ty)erg(tfv,ty)]—f(tfv,ty)thw T T

Comme Of /0v = 8¢/Ou on déduit que ces deux quantités sont égales. En reve-
nant a la définition

1
¢ (z,y) =/ [z f(tz,ty) +yg(tz, ty)]dt
0
et en utilisant observation précédente on a

] 1o
% :/0 gz [ f (o ty) +yg (ta,ty)dt

— [ Sl tld=1tfuotols=7 @y,
0
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Idem pour 08 = g(z,y) . Dans 'exemple on vérifie d’abord que

Oy

0 5,
8y(2:cy) x(w +y)

et on calcule ensuite
1
o (z,y) =/ (2t%zy,t%2% + ty) - (z,y) dt
0

1 y2
:/ (3t2x2y+ty2)dt=a:2y+7
0

(i) Cas n > 2. Comme précédemment on observe que, pour tout j =
]_’ RN (8

: o [EFs (b)) = (tz +t2xl 5 (tm

(tz)+t Zﬂ%

Comme 8F;/0u; = OF;/0u; on trouve que ces deux quantités sont égales. De

la définition . o
=/ F(tm)-wdt:/ > @ F(tw)dt
0 0 =1

on obtient, en utilisant les identités précédentes, que

O /
— = b t dt = tF t d
Bz /0 a1, [Zx B ] at @)

2 [$nnca] -

= tF; (to)l} = Fy (2).

Exercice 3.3 (i) On verlﬁe facilement que rot FF = 0. Si F' = gradf on doit
avoir
of z af

= =22y+—— = =224 2yz2,

f_ 2
— =y +arctgz
Oz 1+22° Oy Y &

0

0z

et donc, en intégrant la premiére équation par rapport a x, on trouve que
f(z,y,z) =2%y+2 arctgz + ¢ (y,2).

Dérivant f par rapport & y et z on obtient

of Oy of Oy
i . i t il
By 24 By et 9z arctgxr + 52

Corriges 33

et par conséquent

Op dp
L =2yz et — =42
oy 4 8, 7
De la premiere de ces deux équations, en intégrant par rapport & y, on a que
0
P =vz+6(2) = FL=y2+4()

et de la deuxiéme équation on obtient

' (2)=0 = ¢()=cd = o2 =y’2+c

On a finalement
flx,y,2) = 2%y + zarctgz + y?z + c.

Exercice 3.4 On vérifie facilement que

rtF=2 (2 N_9(_=v \_,
Oz \ 22 + 2 Oy \z2 + ¢
Essayons de trouver un potentiel. Rappelons que
Q=R*\ {(0,y) eR?*:y >0} .

Cas 1. Trouvons un potentiel dans Q; = {(z,y) € R? : z > 0}.Ona

of _ _—y

Or x2 492 .

of _ zy =1 f(z,y)zarctgi.g.a_(_ (et €R).
3y_x2+y2

Cas 2. De méme dans 0, = {(z,y) € R? : z < 0} on obtient que
_ Y
f{x,y) = arctg L o (a_ €R).
On a donc que le potentiel dans 2, sil existe, est donné par

arctgg+a+ siz>0
flzy) = 5

arctg% +oa_ siz <0

Il reste & choisir oy et o pour que ce potentiel soit bien défini en (0,y) avec
y < 0. Pour cela on observe que

lim [f(x,y)]z—z+a+ et lim [f(x,y)]zz—i-a_.

z—0+ 2 z—0— 2
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On doit donc choisir oy = a_ + . On vérifie alors facilement que le potentiel
f cherché sur Q est bien

arctgg+a_+7r siz >0
z

s .
flzy)= a-+3 siz=0
arctgg + a_ stz < 0.
x

Exercice 3.5 Une condition nécessaire est rot F' = 0 ¢’est-a-dire

2] 0 ’ €T ’ Y
Oza—x(ﬂ(r)y)—a—y(a(f)x)Zyﬁ (r) = —za'(r) ~.

Et donc on déduit qu'il faut nécessairement que 8’ (r) = o’ (r) ce qui entraine
que 3 (r) = a(r)+ap . En s'inspirant de I'exercice 3.2, on trouve qu’un candidat
a étre le potentiel est

f(x,y)=/0 [F(tx,ty>~<x,y>]dt=/0 (a(tr)tz, B(tr)ty) - (,y) dt

:/1t[a(tr>x2+ﬁ(”)y2] dt:/ t[o(tr) r? + o y?] dt
0 0

1

1
e —a0y2+/ trlo (tr)dt.
2 0

En posant tr = s (ds = r dt) on déduit que
1 9 "
f(:c,y)ziaoy + [ sa(s)ds.
0

Comme lir% (sa(s)) = 0, lintégrale est bien définie et donc f est candidat &
S—

étre le potentiel. Pour en étre siir on vérifie que f € C* (2) et que grad f = F.

Exercice 3.6 (i) Comme F' = grad f = (g—i . Z—ch) ,0n a
_d _of 1o OF
0= [ftu@®))]=5-@u®)+' @) 3y (t,u(?)
=F(tu(t) +u () 2 (tu(t).
(it) F(z,y) = (sinz,y?) alors % — 88—];1 = 0. Comme F est définie sur

tout R? on peut trouver un potentiel

3
f(z,y) =—cosx+%.

Corrigés

Donc une solution est donnée par (¢ € R étant une constante)

1
3 u® (t) — cost = c.

Comme de plus « (0) = 3, on déduit que ¢ = 8 et donc

u(t) = (3cost + 24)1/3.

Exercice 3.7 (i) En procédant comme dans l’exercice précédent on constate
que comme
W F = grad @,

on a

d o8 . 00 ,

=W(F +d () F).
Comme W # 0 on déduit que toute solution de ® (t,u (¢)) = c satisfait
Fy(t,u(t) +u' (t) Fa (t,u(t) = 0.
(7i) On pose
F(z,y) = (4zsin(zy) +y (z® + 1) cos (zy), (x2 +1) z cos (zy)) -
On ne peut pas appliquer I'exercice précédent car

0F, OF;
B oy 70

Par contre si on consideére

WF= (($2+1) [4zsin(zy) +y («° + 1) cos (z )], (:cz—l—l)zxcos(acy))

on obtient
0 (W F>) _O(W )
or Oy

= (z* + 1) [cos (zy) + 522 cos (z y) — zysin (z y) — z3ysin (z v)] -
On trouve le potentiel
®(z,y) = (2* + 1)251n (zy).
On déduit qu’une solution est donnée, sous forme implicite, par

(t + 1)2 sin [t u (t)] = ¢ = constante.
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Exercice 3.8 (i) On pose F = (a, 8) et on trouve

Oa =3 -3
8—y:—m [—2(2y) (m2+y2) ] =49:y(x2+y2)
B -3 -3
5 =Y [—2(23}) (z* +97) } =4dzy(z® +y°)
d’ou rot F' = 0. Le candidat & étre un potentiel doit satisfaire
=1
of _ _ 2, 2\ —2 _ (P +4¢?)
=@y =—2(@+y)" = f="——ta@)
0 _ 2 . -
S =0 =@+ = @ - (P 9) =y (@ )

Par conséquent le potentiel est donné par

-+ constante

fzy) = E D)

qui est un champ C! sur Q.
(#) On pose G = (a, b) et on trouve

Z_Z =39 (@ +97) 7+ P-4y (02 +) L = (2P 4+ 9) T (3% — o)
% =—y’ (2* + y2)—2 —zy’[-dz (2® + y2)_3] = (2 + yZ)_3 (3z%y* — y*)

et ainsi rot G = 0. Toutefois, si on prend I' = {(cost,sint),t € (0,27)} on
trouve

27
/G-dl =/ (sin®t, — costsin®t) - (—sint, cost) dt
r 0

2w
e —/ sintdt = — # 0.
0
Donc ce champ ne dérive pas d'un potentiel sur 2 = R?\ {(0,0)}.

Exercice 3.9 * On note y = (y1,y2,¥3),
o=0(z) = (', 9% ®%) et F=F(y)=(F, F?F%.
On rappelle que
1
/ [F? (tz)zs — F3 (tz) za] tdt
0
1
2x)=| @ | = / [F3 (tz)z) — F! (tz) zs) tdt
0

/1 [F* (tz)z2 — F2 (tz) x| tdt

= Corniges 37

et
€1 €2 €3
8 & 8 T2~ Bz,
tP=]| — — — | = dl — @3
ro dr; Ozy Oxs o3 1
2 1
TR S & Po O

On calcule la troisidme composante de rot ®
(rot )° = @2 — @1

_ /01 [a% [F° (t2) 21 — F () 2o

9

B [F? (tz) ws — F? (tz) o] | tdt

et on trouve

1
(ot@)° = [ [tF (1)1 + F (t2) ¢}, (1) a3
—tFy, (ta)zs +t FS (tz)zp + F3 (tz)]tdt

et ainsi

1
(ot ®)% = / [2¢ F® (tz) — ¢* (F,, (tz) + F2 (tz)) 23
0
+t2 (F3, (tz) z1 + F2 (tz)zo)] dt.
L’hypothese div F' = 0 implique que
F} (tz) = - (Fy, (tz) + F2 (tz))

et par conséquent
i 1
(rot ®) :/0 [2tF (to) + 2 F), (tz) 23 + 2 (F2, (tz) 2y + FS (tz) z5)] dt
Ceci nous conduit finalement & (le produit scalaire dans R3 est noté )
1
(rot @) (z) = / [2¢ F° (tz) +° (grad F® (tz) - z)] dt
0
'd
. / = [t°F3 (tz)] dt = F3 ().
0

On montre de maniére similaire que (rot )" = F! et (rot ®)* = F2.



