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Exercice 1.
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Exercice 2.
On a
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Exercice 3.

Puisque f est continue en zp, on a que, pour tout € > 0, il existe d(e) > 0 tel que si |z — zg| < d(€)
alors |f(2) — f(z0)| < e. En particulier, il existe 6 tel que |f(2)| < |f(z0)| + 1 pour tout z tel que
|z — 2] <.

Similairement, puisque g est continue en zp, on a que, pour tout € > 0, il existe y(e) > 0 tel que si
|z — 20| < y(€) alors |g(z) — g(z0)| < €.

Soit € > 0 fixé. On a

1£(2)9(2) = f(20)9(20)| = |£(2)(9(2) = 9(20)) + 9(20)(f(2) = f(20))]
<[f(2)llg(z) = g(z0)| + lg(20)If(2) = f(20)]

Puisque f, g sont continues en zy, il existe



o 01 >0 tel que si |z — zg| < 01, alors | f(2) — f(20)] < 1, et donc |f(2)] < |f(20)] + 1;
€
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€
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Posons 6 = min{dy, d2, d3}. Pour tout z tel que |z — 29| < d, on obtient

£ (2)9(2) = F(z0)9(20)| < (If(20)[ + 1)

2 2

o 02 >0 tel que si |z — zp| < d2, alors | f(z) — f(20)] <

)

o 03 >0 tel que si |z — zg| < 3, alors |g(2) — g(20)| <

€
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Exercice 4.

e Supposons tout d’abord que f = u + iv est continue en zy = x¢ + iyo et montrons que u et v
sont continues en (xg,Yo).
Soit € > 0. Puisque f est continue, Ve > 0 36 > 0 tel que |z — 20| < § = |f(2) — f(20)| < €. En
réécrivant z = x + iy, 20 = To + Yo et en notant que ||(z,y) — (2o, y0)|| = |# — 20/, on obtient,
V(z,y) : [[(z,y) = (20, yo)l| <9,

u(z,y) = w(zo, yo)| < [u(z,y) +iv(z,y) — ulzo,y0) — (w0, yo)| = |f(2) = f(20) <,

et donc u est continue. De la méme facon, on montre que v est continue.

o Supposons maintenant que u et v sont continues en (zg,yp) et montrons que f est continue en
zo = To + 1Yo.

Soit € > 0. Puisque u et v sont continues en (zg,yp), il existe 6 > 0 tel que

1(2,y) = (20,90l <0 = Juz,y) — w(zo, yo)l, [v(2, y) — v(zo, yo)| <

V2
Pour tout z tel que |z — 2| = |(z + iy) — (2o + iyo)| < J, on a alors:
1f(2) = f(z0)| = Ju(z,y) + w(ac y) — u(xo, yo) + v(zo, yo)|
¢ — u(w0,90))2 + (v(z, y) — v(xo, 30))?
— _|_ —

et donc f est continue.

Exercice 5.
L F9)Go+h) = (F9)(z0) _ | (f9) (0 + h) — £ (0 + R)g(z0) + f (20 + Wg(z0) — (F9)(z0)
h—0 h h—0 h

L 9(z0 +h) —g(20) | .
= jim f(z0 + 1) h + Jim

= f(20)9'(z0) + f'(20)9(20).

(Notez qu’on a utilisé le fait que, puisque f est holomorphe en zy, elle est continue en z.)

f(ZO + h}z - f(ZO)g<Z())

Exercice 6.
c.f. livre.



