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Dérivée seconde
ٳ Le processus de différenciation peut être appliqué plusieurs fois de suite, conduisant notamment à 

la dérivée seconde ݂ᇱԢ de la fonction ݂, qui n'est que la dérivée de la dérivée.

ٳ La dérivée seconde a souvent une interprétation physique utile. Par exemple, si ݂ሺݔሻ est la position 
d'un objet au temps ݔ, alors ݂Ԣሺݔሻ est sa vitesse au temps ݔ et ݂ᇱԢሺݔሻ est son accélération au temps 
 .ݔ

On définit la dérivée seconde de la fonction 
continue et derivable ݂ dans le point ݔ଴ comme 

la limite pour ݄ qui tend vers 0 du double du 
coefficient directeur de la parabole sécante, qui 

passe par les points ሺݔ଴ െ ݄ǡ ݂ሺݔ଴ െ
݄ሻሻ,ሺݔ଴ǡ ݂ሺݔ଴ሻሻ et ሺݔ଴ ൅ ݄ǡ ݂ሺݔ଴ ൅ ݄ሻሻ :

݂ԢԢሺݔ଴ሻ ൌ ݈݅݉
௛՜଴

݂Ԣሺݔ଴ ൅ ݄ሻ െ ݂Ԣሺݔ଴ሻ
݄



Interpretation géométrique
ٳ Il est naturel de se demander si une fonction continue est croissante ou décroissante, mais aussi de se 

demander comment une fonction est croissante ou décroissante.

ٳ Considérons les trois fonctions continue et croissantes ci-dessous : �Ȃ��� est croissante à un taux croissant, 
�Ȃ����� est croissante à un taux constant et la troisième est croissante à un taux décroissant, respectivement :

Fonction convexe ou concave ?

Soit ሿܽǡ ܾሾؿ Թ un intervalle :

1. Si ݂ԢԢሺݔሻ ൐ Ͳ pour tout ݔ ሿܽǡא ܾሾ, alors ݂ est convexe sur ሿܽǡ ܾሾ.
2. Si ݂ԢԢሺݔሻ ൏ Ͳ pour tout ݔ ሿܽǡא ܾሾ, alors ݂ est concave sur ሿܽǡ ܾሾ.
3. Si ݂ᇱᇱchange de signe en ݔ଴ alors ݂ a un point dȂinflexion en ଴ǯݔ Il est nécessaire mais pas suffisant 

que ݂ᇱᇱ ଴ݔ ൌ Ͳ. 

Exemple : la fonction ݂ሺݔሻ ൌ ସݔ est convexe sur tout Թ bien que ݂ᇱᇱ Ͳ ൌ Ͳ.

convexe concavedroite

y =
xY

j



Point d͛inflexion
Soit ݂ une fonction deux fois dérivable au voisinage de ݔ଴. Alors un ݔ଴ est un point dȂinflexion si
1. ݂ǯǯሺݔሻ change signe en ݔ଴

Æ si ݂ǯǯሺݔ଴ሻ existe ceci implique que ݂ǯǯሺݔ଴ሻ ൌ Ͳ
Æmais ݂ǯǯሺݔ଴ሻ peut très bien ne pas exister !! (exemple : ݂ሺݔሻ ൌ య ݔ ci-après)

2. Le graphe de ݂ croise sa tangente en ଴ݔ
3. La courbure du graphe de ݂ passe de concave à convexe ou inversement.
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Trouver les extrema d͛une fonction

ٳ L'étude des extrema (maximum et minimum, locaux ou globaux) passe par la recherche des zéros de la 
dérivée première, appelés points stationnaires (ou critiques) de ݂. 

ٳ Un point stationnaire n'est pas nécessairement un point dȂextremum. On peut cependant, sous les 
hypothèses supplémentaires suivantes, affirmer qu'un point stationnaire est un point dȂextremum :

si ݂ᇱሺݔ଴ሻ ൌ Ͳ et ݂ԢԢሺݔ଴ሻ ൏ Ͳ alors le point ݔ଴ est un maximum local,

si ݂ᇱሺݔ଴ሻ ൌ Ͳ et ݂ԢԢሺݔ଴ሻ ൐ Ͳ alors le point ݔ଴ est un minimum local.

si ݂ᇱሺݔ଴ሻ ൌ Ͳ et ݂ԢԢ change de signe en ݔ଴ alors le point ݔ଴ est un point dȂinflexion et donc un plat.

Une des premières motivations du calcul différentiel fut de déterminer le maxima ou minima dȂune fonction.

-
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Exemple 
Déterminons les ponts de maximum et minimum locaux de la fonction donnée par 

݂ሺݔሻ ൌ ଷݔ െ ଶݔ െ .ݔ͵

I

f(x) = 6x - 2
f"(5) =c

↑ 2 = 2+ 35

f(x) = P- 2x - 3 =

= Et
-

-
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Exercice 
Pouvez-vous identifier l'un des points d'inflexion sur le graphe de la fonction ݂ሺݔሻ ൌ
���ሺʹݔሻ ൅ ���ሺݔሻ ൅ ͵ ?



f(x) = Sin (2x) + Sin(x) + 3

f(x) = 2 cos(2x) + cos(x)

7
"

(x) = - 4 sin (2x) - sin(e) - O-
4 sin (23/ + scuca = 6
-

2Cos() Sin(x) X = 1 arcos [o)⑳+ k . 258 cosCeysinc + Sin(a) = 0

sin(x) [8 cos(x) + 13 = 0

8 cosX + 1 = 0

since = o = le cett cosX = -t
keX



--En general, l'équation
Cos(x) = X = (- 1j1]

a une infinité de solutions qui sont

L + K . 25= Garcos(x) +
ke I

Sinus : De même sin(x) = X = 2-1 ; i]-

a comme solutions

< = arcsiu(x) + K . iT Ke L



Exercice (loi de Snellius)
��ȱŗŜśŝǰȱ������ȱ������ȱ�Ȃ�¡�������ȱ��ȱ���ȱ��ȱ��������ȱ�·�������ȱ��ȱ�·��������ȱ��ȱ��ȱ����¸��ȱ��ȱ
�������ȱ�Ȃ��ȱ������ȱ�ùȱ��ȱ�������ȱ���ȱݒଵ dans un autre où sa vitesse est ݒଶ. Soient deux points 
 ଶ tels que la lumière aille le plusߠ ଵ etߠ�ȱ�Ȃ����ȱ��ȱ�·��������ȱ���ȱ������ȱ��ǯȱ·���� ܤ et ܣ
rapidement possible de ܣ à ܤ. 

a) Trouver la distance ݀ሺݔሻ entre ܣ et ܤ en fonction de ݔ et le et le temps ݐሺݔሻ en utilisant le 
fait que la vitesse est égale à la distance divisée par le temps.

b) Calculez la dérivée de ݐሺݔሻ afin de trouver une condition à imposer sur les angles ߠଵ et ߠଶ.

·
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-E t =
v.

X To . Sino
,

= de Sino,
2- x = B · Sinon = de sin On

d =
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t(x) = t + tr

=[+]
t() =E [ - Oma]-
o
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ٳ La dérivée �Ȃ��� fonction derivable ݂ est aussi une fonction. On peut donc la dériver à son tour. Nous 
avons défini la dérivée seconde de la fonction ݂ comme la dérivée de la dérivée.

ٳ La dérivée de la dérivée seconde, si elle existe, est appelle dérivée troisième de ݂ et on la note ݂ᇱᇱᇱ ou 
݂ሺଷሻ. 

ٳ La dérivée de la dérivée troisième, si elle existe, est appelle dérivée quatrième de ݂ et on la note ݂ሺ௜௩ሻ ou 
݂ሺସሻ. 

ٳ La dérivée de la dérivée quatrième, si elle existe, est appelle dérivée cinquième de ݂ et on la note ݂ሺ௩ሻ 
ou ݂ሺହሻ.

ٳ On peut continuer ainsi et définir la dérivée �Ȃ����� ݊ (où ݊ א Գ) comme la fonction que �Ȃ�� obtient en 
dérivant la dérivée �Ȃ����� ݊ െ ͳ, si cette dérivée existe :

 ݂ሺ௡ሻሺݔ଴ሻ ൌ ݈݅݉
௛՜଴

௙ሺ೙షభሻሺ௫బା௛ሻି௙ሺ೙షభሻሺ௫బሻ
௛



�������ȱ�Ȃ������������ȱ���ȱ- Bachelor semestre 1

Polynômes de 
Taylor

Philippe Chabloz



Dérivées d'ordre supérieur et série de Taylor 

Nous avons déjà rencontré dans ce cours des sommes infinies (séries) : 

 ݁௫ ൌ ͳ ൅ ݔ ൅ ௫మ

ଶǨ
൅ ௫య

ଷǨ
൅ ڮ ൌ σ

௞ୀ଴

ஶ ௫ೖ

௞Ǩ

 ���ሺݔሻ ൌ ݔ െ ௫య

ଷǨ
൅ ௫ఱ

ହǨ
െ ڮ ൌ σ

௞ୀ଴

ஶ
ሺെͳሻ௞ ௫మೖశభ

ሺଶ௞ାଵሻǨ

 ���ሺݔሻ ൌ ͳ െ ௫మ

ଶǨ
൅ ௫ర

ସǨ
െ ڮ ൌ σ

௞ୀ଴

ஶ
ሺെͳሻ௞ ௫మೖ

ሺଶ௞ሻǨ

 ��ሺͳ ൅ ሻݔ ൌ ݔ െ ௫మ

ଶ
൅ ௫య

ଷ
െڮ ൌ σ

௞ୀଵ

ஶ
ሺെͳሻ௞ାଵ ௫ೖ

௞

Vers 1715 Brook Taylor trouve une méthode qui fournit des sommes infinies. Aujourd'hui, ces séries 
sont connues sous son nom. 

Brook Taylor
1685 - 1731

ex = 1 + x + o()

YXE M

Ext M

EX i

#;D

cos(x) = 1 - E + o(x)



-T



y = ax + bx +c

I
Il C' = 2 Ho

<= 7 "(x)
T(x) --



Tn-i(x)
-

-

Mu(X)
Il



Mn(x) = A(x)(x - x)
R

n > 2

n !

Ma(1) = 0
n - 1

Mu(x) = au(x) (x . x bes
= E
-

M"(x) =·p
-

i

(n)

M()= · 1 = (0)
-
-



Toutes les dérivées de Mu(x) sources
-

en s jos
'à l'ordre n-1 etqu

(n)(x0) = f((x)Mu





Seriede Taylor de In (x)
x = 1 f(x) = (a(x)
f(x) = (u(1) = 0
f'(z) = 7(((x

= 1

= (x
=

I 1

f"(e) = f(x)(x
= 1

= - x2(x= - 1
f(x) = f((x

= 1
= (x=

= 2

f(x) = f
*

((x
1
=

(x 1

= - 6 = 3 !

Généralisation :1 (1) = (1"" . (ne) !



Donc la série de Taylor de lu(x)
autour de 2 = 1 est :

2

(u(x) = 1 . (x - 1) - 1 . ( + 2. .. +

+ (1)-( -y !· (y"
+...

n !

= (x- 1) - ( + (x+... + (4x- 14
3 T

car (n-1) !
=
1 En posart-

n' U

y = x
- 1 et donc x = 1+y =0

%



fn(1+ y) = y - E + 4
- y4 +... +

3 T
n - 1 U

+[ Y
-

U

ou retrouve la série de Taylor
déjà donnée !!



Exercice
�·��������ȱ���ȱ��������ȱ�������·�ȱ��ȱ�Ȃ·�������ȱ

���ሺݔሻ ൌ ݔ

��ȱ���������ȱ���ȱ�����¡�������ȱ�Ȃ�����ȱ���¡ȱ��ȱ��ȱ��������ȱ݂ሺݔሻ ൌ ���ሺݔሻ autour de ݔ଴ ൌ Ͳ. 

·



23
Cos(x) = X ↑

&

1 - E = X

2- X2 = 2x

X+ 2x - 2 = O

X =
- 2 I 8 == 1=-

Zu

X = 55- 1 m 0
.
732

Jaful exact : X = 0
,
73908513



him 2+ 202-10x 7
-

X E O

8
-

-

-

X - + 0 2x3 - 40 2
10
-

4

him
3x + loc - x

-

3G
3

-

x -> 0 4x + 500 + 1000x3
-

4



Notation de Landau
Si une fonction ݂ሺݔሻ est négligeable devant une fonction ݃ሺݔሻ au voisinage de ݔ ൌ ܽ, on notera

݂ ൌ ݋ ݃ ݎݑ݋݌ ݔ ՜ ܽ
Ceci revient à dire que 

��݉
௫ ՜ ௔

݂ሺݔሻ
݃ሺݔሻ

ൌ Ͳ

Exemples

Au voisinage de 0 on a

1. Ͷݔଷ ൌ ݋ ଶݔ car si x tend vers 0 alors ସ௫
య

௫మ
ൌ Ͷݔ tend vers 0.

2. ଶݔʹ െ ͷݔଷ ൅ ͳͲͲݔସ ൌ ሻݔሺ݋

3. ͳ െ ��� ݔ ൌ ሻݔሺ݋ car ���௫՜଴
ଵିୡ୭ୱሺ௫ሻ

௫
ൌ Ͳ ǻ�¸���ȱ��ȱ�Ȃ
�������Ǽ

Au voisinage de �Ȃ������ on a

ଶݔ ൌ ଷሻݔሺ݋ ௡ݔ ൌ ሺ݁௫ሻ݋ ��௔ሺݔሻ ൌ ௡ሻݔሺ݋ ݔʹ ൅ ଷݔ͵ ൌ ସሻݔሺ݋

� ݋ ݂ ȉ ݋ ݃ ൌ ሺ݂݃ሻ݋

� ݋ ݂ ൅ ݋ ݂ ൌ ݋ ݂

� ݋ ݂ െ ݋ ݂ ൌ ݋ ݂

f dominée parg

f négligeable por
rapport àg

- Il-

-



D X = o(x) ou voisinage do 0

Mais x = o(x) au voisinage de 10



Reglesde calculs

1) 30(xy = 0(xY · (10x3) = o(x)
- o(xY) = o(x")

les constantes peuvent être remplacées par
+ 1

2) 9 . 0(g) = 0 (fg) x . o(x3) = o(x
*

/
2x . 0(x) = o(XY)

3) Au voisinage de o
7. o(xy - o(3x3) + 50() = o(xY
on garde le degré le plus has



Développement limité
On dit que ࢌሺ࢞ሻ �����ȱ��ȱ�·�����������ȱ�����·ȱ�Ȃ�����ȱ�ȱ��ȱ���������ȱ�� ࢞ ൌ ࢇ si on peut écrire

݂ ݔ ൌ ݂ ܽ ൅ ݂ᇱ ܽ ݔ െ ܽ ൅
݂ԢԢሺܽሻ
ʹ ݔ െ ܽ ଶ ൅ڮ൅

݂ ௡ ܽ
݊ Ǩ ݔ െ ܽ ௡ ൅ ܴ௡ሺݔሻ

avec
ܴ௡ ݔ ൌ ݋ ݔ െ ܽ ௡

Exemples
1. ݁௫ ൌ ͳ ൅ ݔ ൅ ሻݔሺ݋ au voisinage de 0 Æ

௘ೣିଵ
௫

ൌ ͳ ൅ ௢ሺ௫ሻ
௫

tend vers 1 par définition du o(x).

2. ��� ݔ ൌ ݔ െ ௫య

ଷ Ǩ
൅ ǥ ൌ ݔ ൅ ݋ ଶݔ au voisinage de 0 Æ ���௫՜଴

ୱ୧୬ ௫ ି௫
௫మ

ൌ Ͳ

Exercice : calculer la limite suivante en utilisant le développement limité du sinus et du cosinus en ݔ ൌ Ͳ.

���
௫ ՜ ଴

��� ଶݔ ȉ ͳ െ ��� ଶݔ

଺ݔ
ൌ

une
O reste

- Tn(x) d'ordre n

A
f(x) = Tu(x) + o(x)



him -in(x2)(1-cos(xY)
=

X- 0 6
X

3Sin(x) = X-
J
+ o(x)1

2 Xsin(xy = X -
T
t o(x)
--

2

Xcos(x) = 1- E t o(x)

cos(xy = 1 - * + o(x9)

X41 - cos(xz) = 2
- o (x) Il



Sin(x2) (1-cos x2) =

(x2
X

2

- o(x5))
-

5
+ )(

-
-

6

-

X
- o(x) + o(x) + o(x)- -

2 w*+ o(xz + o(x'Y)
XS

-

2 t o(x8)
W

Donc him 4-cosx : Sim onle
X - 0 X6 Xs0



pathologique i


