ALGEBRE LINBAIRE (G. Favi) Section MT =PFL

Série 4

Mots-clés: calcul matriciel, produit de matrices, puissance d’une matrice carrée, trans-
posée, inverse d’une matrice carrée, matrices élémentaires.

Question 1
Considérons les matrices suivantes:

31 1
2 11 13
A:(O 1 2),3: ?Z ,C:<2 3),D: 0], E=(1 4).

Calculer les produits suivants (s'ils existent).
Si les produits n’existent pas, expliquer pourquoi.

a) AB, BA, AC, CA, BC, CB, CD, EC, EA
b) AAT, ATA, BAT, BCT, CTA, BDT, DTB

Solution:
9 3 6 4 5
a) AB—( ),BA— 4 4 6 |, AC n’existe pas: (2 x 3) x (2 x 2),
4 10
259
5 12
CA:<i ;‘ ;),BC: 6 12 |
9 15
CB n’existe pas: (2 % 2) x (3 x 2),
CD n’existe pas: (2 x 2) x (3 x 1),
EC=(9 15),EA=(2 5 9)
6 3 4 2 2
b) AAT = ,ATA= | 2 2 3 |, BAT n'existe pas: (3 x 2) x (3 x 2),
3 5
2 3 5
6 9
BT = 8 10 ,CTA:<(23 2 S)
13 14

BDT nexiste pas: (3 x2) x (1x3), DPB=(4 5).
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Question 2

a) On se donne

3 —4 7 4
- (h ) e (1),

Pour quelle(s) valeur(s) de k € R a-t-on AB = BA?

1 2 3 =8 5 2
w=(5 ) v=(3 ) ar=(] 2).

Vérifier que M N = MT, bien que N soit différent de 7.

b) Soit

Solution:

a) On a AB = BA pour k = 9 seulement. On voit que c’est une condition
nécessaire en calculant les coefficients (1,2) des deux matrices. On trouve
respectivement 12 — 4k et —24. On s’assure ensuite que les autres coefficients
sont égaux pour ce choix de k.

b) On calcule les deux produits matriciels M N et NT. On trouve dans les deux
as 7T =2

21 —6
un produit matriciel en “divisant par M7, le probleme étant bien str qu’on
ne peut pas diviser par une matrice (en général).

¢ . Ceci donne un nouvel exemple de I'impossibilité de simplifier

T
Question 3 Soit 7} : R? — R? définie par (ﬁl) = x| et TR — R
i) 1
T
définie par | xo | — x1 + 22 + 3.
T3

a) Ecrire les matrices canoniques associées a T et Ty et le produit matriciel
associé a la composition Ty o Ty telle que Ty o T1(Z) = T (T1(%)) pour tout
7 € R%

b) Quel est le domaine de définition de 75 0 777 Quel est le domaine d’arrivée?

Solution:
1 1 0 10
a) Tl(el)—Tl(( 0 ))— 0 |, Th(e)=1 1 |.Donc Ay =10 1
1 0 10
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DemémeAZ:( 1 11 )
Ainsi la composition Ty o T correspond a A Ay = ( 2 1 )

b) On a TyoT) : R? — R. Le domaine de définition est R?. Le domaine d’arrivée
est R.

Question 4 Calculer les produits matriciels suivants, et indiquer les com-
positions correspondantes de transformations linéaires, avec les dimensions des
espaces, Thp : R™ T—> R~ ? R,

10
a) ABouA=1 0 1 ,Bz(l L 1)
2 3 4
11
1 2
b)ABC’,oﬁA:(l?’),B:(lO1),0: 12
31 011
1 2
2 101
¢) ABC,ouA= |3 |,B=(101),C=[010
1 101
Solution:

Question 5

a) Dans le plan, soit S la symétrie axiale d’axe x = —y. Décrire son inverse s’il
existe. Quelles sont les matrices de ces applications?

b) Méme question pour H I’homothétie de rapport 3.

¢) Méme question pour Ry la rotation d’angle 6 centrée en 'origine.
Solution:
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a) L’inverse de S est I'application S elle-méme. La matrice associée est

(30 4 (3 0
(i) ()

c) L’inverse de Ry est R_y. Les matrices associées sont

o= (gl i),

== (00 o) = (Ll )

: _ (cos?(0) + sin®(0) 0 (10
On a bien Ry - fi_p = ( 0 cos?(0) +sin?(0)) — \0 1)°

Question 6

a) Déterminer les matrices élémentaires 3 x 3 suivantes :

e [, qui permute les deuxieémes et troisiemes lignes;
e F5. qui multiplie la deuxieme ligne par 8;
e 3. qui ajoute 7 fois la premiere ligne a la troisieme.

b) Les matrices Ey, Fy et E3 sont elles inversibles 7 Pourquoi ? Si oui, donner
leur inverse et l'inverse du produit £y Es Ej3.

¢) A quelle opération élémentaire chacune de ces matrices suivantes se rapporte-
t-elle?

1 00 1 00 010 0 01
Ei=10 1 0|, E,=(0 %k 0}, E=1[(100},E=(0120
0 k 1 0 0 1 0 01 1 00
Solution:
(1) On a
1 00 1 00 1 00
Ei=10 0 1], Ey,=|0 8 0|, E;3=101 0
010 0 01 7 0 1
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(2) Chaque matrice est inversible car chaque opération élémentaire possede son
propre inverse :

1 0 0 1 00
Ey=©E' E;'=1[0 18 0|, Ey'=[ 010
0 0 1 -7 0 1
Donc
10 0
(B\EyEs)™' = BBy B = 00 1/8
-7 1 0

(3) Ej: Multiplier a gauche par cette matrice correspond a ajouter k fois la
deuxieme ligne a la troisieme.

E5 : Cette matrice multiplie la deuxieme ligne par k.
E5 @ Cette matrice permute les deux premieres lignes.

E4 . Cette matrice permute la premiere et la troisieme ligne.

Question 7 On considere les matrices élémentaires de taille 4 x 4.

a) Donner la matrice élémentaire qui permet de permuter les lignes 2 et 4.

)

b) Donner la matrice élémentaire qui ajoute cinq fois la ligne 1 a la ligne 3.

¢) Donner la matrice élémentaire qui multiplie la ligne 3 par 17.
)

d) Donner les inverses des matrices trouvées aux questions E]L |E| et .

Solution:
1000
000 1

a) A=1901 0
0100
1000
0100

b)B=1501 0
000 1
10 0 0
01 0 0

)C=19017 0
00 0 1
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d) Pour inverser la transformation associée a A, on considere la méme transfor-

1 000
: : . a1 0001
mation qui permute les lignes 2 et 4, ainsi A~ = 0010
0100
Pour inverser la transformation associée a B, on considere la transformation
10 00
. o . : . : PR 01 00
qui soustrait cinq fois la ligne 1 a la ligne 3, ainsi B~ = [ 50 1 0
00 01
Pour inverser la transformation associée a C, on considere la transformation
10 0 O
01 0 0
. . . . . . -1
qui divise la ligne 3 par 17, ainsi C7" = 00 1/17 0
00 0 1

Question 8
Déterminer lesquelles des matrices suivantes sont inversibles. Utiliser le moins
de calculs possible et justifier votre réponse. On ne demande pas le calcul de

I'inverse!
1 3 0 —1 1 2 3 4
0o 1 -2 -1 056 7
A= -2 —06 3 21’ B = 008 91|’

3 5 8 —3 0 0 0 10
1 00 O 1 3 —5
250 0 0o 2 -3

¢= 36 8 01’ D= 0o —4 7|
4 7 9 10 —1 5 —8

Solution: La matrice A est une matrice carrée de dimension 4 x 4. 1l suffit de
la mettre sous forme échelonnée pour voir qu’elle a 4 pivots :

13 0 —1
01 —2 —1
A~ 0 3 0
00 0 —4

Un théoreme du cours montre que A est inversible.

La matrice B est carrée et de dimension 4 x 4. De plus B est déja sous forme
échelonnée, on voit donc directement qu’elle a 4 pivots et donc qu’elle est in-
versible.
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Si on transpose la matrice C' on trouve :

7 =

oo o
oo Gl
oo w

© =1

1

o

La transposée de C' est donc une matrice carrée de dimension 4 x 4 qui a 4 pivots.
Donc CT est inversible. Donc C est inversible.

Par contre la matrice D est de dimension 4 X 3 et ne peut pas étre inversible.

Question 9

a) Est-ce que la matrice A = est inversible? Si oui calculer son

[ )
_ o
O =

mverse.

b) Trouver les solutions du systéme homogene Az = 0.

1
¢) Trouver les solutions du systéme Ax = | 1
1
Solution:
a) Oui, on le voit en échelonnant la matrice augmentée (A | ]3):
011 100 101|010
1 01 01 0]~ (1 10|00 1|~
110 0 01 01 1] 100
10 10 10 1o 10 1
01 -1 ] 0 -1 1]~(01 =110 -1 1]~
o1 1] 1 00 00 2|1 1 —1
10 1]0 1 0 LO0O0 | -5 5 3
01 -1]0-1 1|~]0o10] & -1 1
1 1 1
00 1|35 3 —3 oo0o1] & 1 -4
-1 1 1

AinsiA'=1[ 1 -1 1
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b) Comme A est inversible, I'unique solution de AZ = 0 est 7 =

o O O

¢) Comme A est inversible, la seule solution a ce systéme est . = A~1b =

N I— N = N

Question 10  Pour quelles valeurs des parameétres a, b, ¢ la matrice A ci-dessous
est-elle inversible?

a 0 0 0
0O b 00
A_001c
0 0 ¢ 1

Donner l'inverse de A lorsque cela est possible.

Solution: Une forme échelonnée de A est donnée par

Lo 0 0

0 1 0 0
A= |0k .

0 0 1—102 - 11—02

00 — 1 cc2 1—c2
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Question 11 Indiquer pour chaque énoncé s’il est vrai ou faux et justifier
brievement votre réponse.

a) Soient A, B et C trois matrices. Alors (AB)C = (AC)B.

- Faux I:l Vrai
b) Si A est une matrice inversible, alors A™! I'est aussi.
|:| Faux - Vrai
¢) Le produit de plusieurs matrices inversibles de taille n x n n’est pas inversible.

. Faux |:| Vrai

d) Si A est une matrice inversible de taille n x n, alors I’équation AZ = b est
compatible quel que soit b € R".

[ ] Faux W Viai

e) Soit A une matrice de taille n x n et k € N\ {0}, alors A est inversible si et
seulement si A* est inversible.

|:| Faux . Vrai

Solution:

a) Faux. Prenons A = (1 1) =Cet B= (1 (1)) Alors on a

)(01)=2)
DG-00)

b) Vrai. Soit A une matrice inversible de taille n x n, alors il existe une matrice,
notée A71, telle que AA™' = I, = A7'A. Ces équations, lues de droite a
gauche, disent que la matrice A~! est aussi inversible et que son inverse vaut

A, ainsi (A7) = A

(\V]

e = (

—_

tandis que

—_

mmB:<

e}

c) Faux. Si A et B sont inversibles, d’inverses respectifs A=! et B~! alors le
produit AB est inversible et son inverse vaut (AB)™! = B7'A™!. En effet
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(AB)(B7'A Y =1, = (B 'A™')(AB). Donc le produit de plusieurs matrices
inversibles de taille n X n est toujours inversible.

d) Vrai. Soit A une matrice inversible de taille n x n et b € R™ alors 'équation
AT = b admet une (unique) solution qui est ¥ = A~1b.

e) Vrai. En effet supposons A inversible et soit B son inverse (donc tel que
AB = BA =1,). Prenons k € N\ {0}, alors on a

A*B¥ = A...AB-.-B =1, = B*A*

et donc A* est inversible et son inverse est (A¥)~1 = (A~1)k. Réciproquement,
supposons que A* soit inversible et soit C' telle que A¥C' = I,,. Puisque k > 1
on a que A- A¥1C' = I, on en déduit que A¥"1C est l'inverse (a droite) de
A. Par un résultat du cours A est inversible.

Question 12

a) Les matrices sont de taille n x n.

- Soient A, B deux matrices telles que A ou B n’est pas inversible. Alors
AB n’est pas inversible.

|:| Soient A, B deux matrices inversibles, alors AB est inversible et
(AB)"' = A-1B~1.

|:| Il existe une matrice A inversible et une matrice B qui ne ’est pas telles
que AB est inversible.

|:| Soient A, B deux matrices inversibles, alors A + B est inversible.

b) Soit A une matrice m X n et B une matrice n X p.

B Si A est inversible alors (A~1)T = (AT)~! .

[ ]Sim=n=p, A= AT et B = BT, alors (AB)T = AB.
[ ] Sim=mnect A= AT, alors A est diagonale.

[ ] Alors (AB)T = ATBT.

¢) Soient A, B, C' trois matrices n X n.

- Si C est inversible et AC' = BC', alors A = B.
[ ]SiC=0CT et AC = BC, alors A = B.

|:| Si AC = BC, alors A = B.

|:| Si A est inversible et AC' = BC', alors A = B.

Solution:
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a)

Si AB est inversible, alors 'application linéaire représentée par AB est bijec-
tive. On en déduit que B est injective et A est surjective, donc A, B sont
bijectives, donc inversibles, vu que ce sont des matrices carrées. Ainsi, si A
ou B n’est pas inversible, AB n’est pas inversible. Pour voir que la somme de
matrices inversibles n’est pas toujours inversible, prendre A = I et B = —1I.
Puis, il est vrai que si A et B sont inversibles, alors AB est inversible, mais
I'inverse est donné par (AB)™' = B~'A~.

La formule correcte est (AB)T = BT AT et donc on a (AB)T = BA dans ce
cas-ci. Ceci élimine deux réponses. En cours on a vu que A est inversible si
et seulement si AT V'est. L’égalité A = AT dit seulement que la matrice est
symétrique.

Pour voir que les points 1, 2 et 4 sont faux, prendre, par exemple,

10 3 =2 11
A= (0 3>’B_ <2 1) et = <1 1)'
Le point 3 est vrai, car si on applique C~! & droite de chaque coté de I’équation
AC = BC, on obtient A = B.
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