ALGEBRE LINEAIRE (S. BASTERRECHEA) Sections GC, SC, SIE

, °
Série 10
Mots-clés: Théoreme du rang, matrice représentative d’une application linéaire.

Rappel : Soit T': V' — W une application linéaire.

e Le rang de T est le nombre rg(7) = dim(Im(7")).
Si T est une application matricielle, alors

rang = nombre de pivots de sa matrice

e Le théoreme du rang affirme que
dim(Im(7)) + dim(Ker(T")) = dim(V).
Avec des matrices, ceci signifie que
dimension de 'image = nombre de colonnes-pivots,

dimension du noyau = nombre de colonnes sans pivots.

Question 1  Soit V' un espace vectoriel et une base B = {Z;l, . l;n} Démontrer
que I'application coordonnées

—

Lg:V —=R", ¢~ [U]p

est linéaire.

. : 10 00 (11 B
Question 2 Soient A; = (2 0) , Ay = (a 0) , Az = (0 1) et Ay =

(? i) . Alors les matrices A;, pour ¢ = 1,2, 3,4, sont linéairement indépendantes

|:| lorsque a # 0 et b = 3.
|:| lorsque a # 0 et pour toutes valeurs de b.

|:| lorsque a # 0 et b # 3.
|:| pour toutes valeurs de a, b.
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Question 3 Soit W C R® donné par I’équation x1 + xo + x5+ x4 + x5 + 26 = 0.

1 -1 1
-1 1 2
_> _ —_
On considere les vecteurs @ = _1 , b= 1 ot @ = _? . Alors
1 -1 -2
-1 1 3

|:| On peut compléter {7, ?} en une base de W composée de 6 vecteurs.

|:| On peut compléter {7, ?} en une base de W composée de 5 vecteurs.
_>
|:| On peut compléter {E), b } en une base de W composée de 5 vecteurs.

%
|:| On peut compléter {E), b } en une base de W composée de 6 vecteurs.

1 —4 9 -7 1 0 -1 5
Question 4  Soient A= | -1 2 —4 l1leteB=|0 -2 5 —6
5 —6 10 7 0O 0 0 0

a) Montrer que les matrices A et B ont la méme forme échelonnée réduite.
(NB: on dit alors que A et B sont ligne-équivalentes)

b) Calculer rg(A) et dim(KerA).

c¢) Trouver une base pour chacun des sous-espaces Im(A), Ker(A) et Ker(AT),
ainsi que du sous-espace Lgn(A) engendré par les lignes de A.

Question 5  Soit V' un espace vectoriel et vy, ..., v € V. Alors

|:| Si la famille {vy, ..., v} engendre I'espace vectoriel V', alors dimV = k.
I:l Si la famille {vq, ..., v} est libre, alors dim V' > k.
I:l Si la famille {vq,...,v;} engendre I'espace vectoriel V', alors dim V' > k.
I:l Si la famille {vy, ..., v} est libre, alors dim V' = k.

Question 6 Il existe une matrice A de taille 3 x 7 telle que:

[ ] dimKer(A) = 3 et rg(A) = 4
[ ] dim Ker(A) =4 et rg(A) <2
[ ] dim Ker(A) =2 et rg(A) <4
[ ] dimKer(A) =5 et rg(A) = 2
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Question 7 Soit A une matrice inversible de taille 5 x 5. Laquelle des affir-
mations suivantes est vraie?

[ ] Ker(A) est vide
|:| Les colonnes de A n’engendrent pas R®
I:l Les lignes de A sont linéairement indépendantes

I:l Le rang de A est strictement plus petit que 5

Question 8  Soit 7': Py, — R définie par T'(p) = p(—1) + p(0) + p(1). Alors

[ ] dimKer(T) = 1 et rg(T) = 2
[ ] dimKer(T) =1 et rg(T) = 1
[ ] T west pas linéaire

[ ] dimKer(T) = 2 et rg(T) = 1

Question 9  Soit 7: P, — R définie par T'(p) = p(—1) + p(0) + p(1). Une
base du noyau de T est donnée par {—2 + ¢ + 3t?,2 — 3t*}.

[ ] VRAI [ ] FAUX

Rappel. Soit T: V — W et deux bases
B={b,....b,} CV, C={é,...,Cn} CW.

Alors la matrice représentative de 7' de B et C est définie par

M= (@l o [TE)-
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Question 10

2z —y
Soit T: R? — R? la transformation linéaire définie par T (Z;) = |x+3y| et
r—y

les bases

. 1 1 —1 0
B:{(l),< 1)}de]R2 et C= 21,1 1],(1 de R3.
2 0 1

a) Dans R3, calculer la matrice de changement de bases de la base canonique
B, vers C.

Rappel de la formule de l’inverse:
Pos = (G- @)~ (B B)
b) En déduire la matrice de T' de B vers C.

Question 11  On considere la transformation 7" : P3 — Py définie par
T(a+bt+ct? +dt’) = (a+b+c+d)+ (a+b)t+ (c+ d)t*.

a) Donner la matrice M de T dans les bases B = {1,¢,t?,¢3} de Pz et C = {1, ¢, ¢*}
de P,. La mettre sous forme échelonnée réduite.

b) Déterminer la dimension et une base de Im(M) et Ker(M) respectivement.
¢) En déduire une base de Im(7") et Ker(T').

d) Vérifier que le polynome 7 + 5t + 2t% est bien dans I'image de T et donner ses
coordonnées dans la base trouvée en b).

e) Vérifier que le polyndéme 2 — 2t — 5t% + 5t est bien dans le noyau de T et
donner ses coordonnées dans la base trouvée en b).
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Question 12 Considérer application linéaire T : R* — R* définie par

T T+ T2

T i) _ i) + X3

I3 T3+ Ty

Ty T+ X4

et une base

1 0 1 0
0 —1 0 0
B= 1110 710710
0 1 1 2

a) Dans R*, calculer la matrice de changement de bases de la base canonique
B.gn vers B.

b) Donner la matrice représentative de T dans la base B vers B.

Question 13 Soit T : Py — My définie par

T(a+ bt + ct?) = (_ab i)

et des bases

R X N NGl

Calculer la matrice de T dans les bases B et C.
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