
ules sun un anneaux



Ray : HmeM (1)xm = - m.

(xy+((x)*m = 0y*m =Op = m +(1)*m



Exemples : A est un A-module sur lui-meme

on definitlo multiplication exterme
comme stantIn multiplication usuell
A + A -> A

(a
,a) a .

a

- FC A un ideal (agaudre)de A
+qmeI acA a .m =met



Module libre (de rang dif
M = A
*
=Ax .... xAdfris.

my (ai/is ...
d m=Jai/i

...
d

m +m = (a+a)isd
(a,,&, ....,ad) +(a) , ....,ad := (a,+a,,..-,agray)
- 0x = (0 --

-, 0x)



multiplication exterme /par leculaires
ach m = (a-jad)eAl
axm = (a .a

, , . . )
add)

En vat
que
Amunis de celte multiplication

exterme estum A-module

le A module
,
de vang d .

Hire



=> (M ,+) est un
give commutatif

alos M et automatiquement un-module
la foi externe etaut

METH
,
meM -k* m = m+ ...MIfog

=- (mt ....+m/fase
it 0

. m = OM



·
X = ens A annecu

f(X;A) =(f : X+A)
atun
ypr communututif por +

f + g : + x f(x) +g(x)

i'sturAmodutu pasanpraaf



· A[X] = l'anneau des polynomes a
coeffs ds A /A at commctif/

A[x] =SP(X) = a.+a,X+...+aga,0
%....,adEA]

A[X] st un A-module :
aeA P(X)eA[D] aP(X)= 9 .0.+a .

a
,
X+

a .P(X)
/ -... + A .Cd/

&



-
A commutatif · Mp(#)=ebabe,a
A m =)eM(
am = Jacall
Mc(A) stun Amodule.





Sons-module



non vicle

Exemples [0m3 <M : Ce sous-module nul

- sous-module engendre par meM

Aym-Saxm acA] ster sour - A-module
deM



-
M = Addy)
DA =&(a, a, ...,a) = a+(1() -,(a)

de A 3
=
AInPa

- #[5] > A[] =SP



A[y =Sa+ a,X +... - +agX
*
go
, ..,ageA

c'st un sous-A-mocile de A[M].



Module engendre par une
semble



Preuxe : M,,M2CH des smodules

ou montre que M, sM, verific le critere
de ss-module :



soiet m
,m'eMinMe , net en verting

am +m'cM
, nM2 mais comme M, et

My sort denmodules
amem'e My

,
axm +m'cMe

=> am +me M,n Me I



Prenve =a*X+.....
+&y*Xn

Si X = & 2013 contient Q et c'est le +petit
sous-module de cette fame.



Si X70 Gu considere

C(x) =Ga**+ - - -- tayn dieA xien,
ny

I contiantX : xeXx =1*

CG(X) at un somodule de M :
Critere : m

,
mcCLy(X( aE A

m = a
,kXy+... -+ An#+m ,

m'= a,*,+... - +any



doe a * m + m' =
I I

-As
f

= (a .a ,)aX, + ..- +(a.an)xyn + a
/
by+... - + ap-Xy

= est un CL a non' termes delements
f

de X : X
, ..., Xn ,

X
, , ....,

*n
multiplies par des elts de A : a .&

, , ...,
aan

al
+....,
ap



=Say m +m = Cq(X)

[L(X) stun simodule contenant
X= <XXC(X)

Pour concluse il reste a verifier que
si Nstun ssmodule contenant X
alouis cortiant toute combinaison
lineaire



d'elts de X a coeffs daw A :
H x
,

. . ..neXcN, a
, ,

. . . .,anCA

comme Net stable par +
et * on aque

a, * X,+.. .. + an*YyEN
#> XcN doe CLA/CN I



Enucitement :19 existe 1 et

2....,enEM +g tout meM pent
secrive m = a

,get .....An
arec a

, , ...,an
EA .



Exemple : A&(a,,92 ---

,ad) nicA]
A est de type fini : on prend
Ba = Se,,....,ed]cA
e= (1x,%) - .

.,
O) ,

22= (0x,/0 --- 0x) - -- eg= (0x -

-8)



Ba engendre A? sat lay, ....,anJeAd
ona

lay....,ad) = 9,*2 + a*22+ ... - + ad *ed

=(ax, 0x, . .

.,0x)+(0(/42,8 -y0x) + ... -+

+ (0x1 .
. . .,0x/9d)

Bd st appellee Base canonique de A%



·
A[X] est engendre comme A module

par
les moviomes

&,X,, . . .

.,XX&.... 3
- A[X]& est engendre par

[A ,X, . .

..,
X&, x9]



- A-# M =T

est engendre part (1,0) ,10, 133
et si a

,
b,c,det +q

ad-be = +1 alos #2 est engende
par&(a,b), (c,d) 3 ·



Maphisume



additifs

Rig: on a Ha
,
acA m

,
mc M

9)m +am = ag(m)a*G(m)
Plus genevalemement sion a m

, , . . . ,
micH

an...,aieA

p(a,+m, +... - +aimmi) = a,+G(my) + ... -
+ ag(mi



Prenve : sion prend a=1/ on a

G(+m +mi) =1y* q(m) + ((m)

G(m +mi) = G(m) +G(m)
=> G est un morphisme de gpes additifs
=g(0m) = On



P(ax m +Om) = aap(m) + g(0m)
- Plaam) = a+ g(m)
-G verific : morphisme de geet compatibilite arec *

Gest unmorphisme de A modules.

Reciproquement si stun morphisme de A modules



p(axm+m)) = G(am) + p(m)
= a g(m) + p(m)

#



Noyan-Image



Preuve por Ct"(N) : soit act m
,mcN

N'cN ss-module.
I

once G(m)=n , q(m)=n'CN
=> auth'EN' (N'stun smodule)



ann + n =axy(m) + g(m) -N

=> armmm
g"(N) st un ssmodule de M.

-----

I



Rappel : soit Gun morphismede It.
module alon

gentinjectif soi ke pefor.





Preve : on defini une addition sur HowAmod(M,NO
a posant por of, ↑ de tels morphisme

p+y : m =M - p(m) + P(m) EN

P+ YeHomA-mod (M,N).
HaeA m

,
m'cM



( +4)(a* m +mi) = G(aam +m)
+ y(a+m +m)

= a+ G(m) + q(mY +any(m) +4(m)
= ax(g(m) +4(m)) + g(m)) + y(m)
= a +(p+y)(m) + (y+4)(m)



Supposon A commutatif : on defini une
multiplication exterme sur HomA-mod(M,N
VacA gettomAmod (M,W

ang
: m = amq(m)

Eureat my an et A fireaire.

HacA m
,
meM on a



(a* ()(a+m +ma * (ang)(m) + (aaq)(m)

(ax()(a+m +my = am)G(aam + my)
= an(axq(m) + q(my
= ad(aG(m) + ang(m)
= (a .a')ap(m) + (a+g)(m)
! (Astcommutetiff



= (a.a)+G(m) + (any)(m)
= a*(axq)(m) + ang(m)

I



Algebre des Endomorphismes
d'un A-module



Y, 4 : M = N

y +G : m = ((m) +P(m)

aeA 9 : M -N

axe :m a . G(m)



N = M Homp (M,M) = End (M)
st munis done composition
G, Y : M =M

pop : M-M
at encour Afincaive POYEEndp(M)
(Endy(m) , +, 0,m , Idm)
farmeun anneau



si de plus Act commutatif alon
End(1) staussi um A-module.

On verific que la loi de multiplication
externe est associative

par a
la composition

O .



A g, Y : M =M
ax (04) : m = a . q((m))

= G(a .4(m))
= Go(aay)(m)

"Associativite"
:

an(qop) = (a+)4 =polay)



Associativite





Espaces Vectoriefs





Execples : Ketum EV sur lui-meme .

- [0k]
= dy)k

*
=S(x, .. ..,d) Xck]

x + w = (X ,, ..., (d) +(y, ..., yd)
= (X ,+yx / . . - -

,Xa+ ya)
XekX

. v = (xx,,Xxz, . . .

.,XXk)



- Si Vet W sout 2 Kev

YxW =S(, w) veUweW]
- (v
,w)+ (v,w)) = (v +yu' , w +ww

- X(v,w) = (x-,X)
Ovxw = /Ov ,Ow) ·



- X eus

F(X; k) = k
*
=\f : x=k)

est un K-ev.

-> si Vestum K-ev

F(X;V) = Vy=(f : X=V]
f + g : x = f(x) +g(x)
1

. f : x- X
,f(x) ·



Ex : 50v3 , Va V

-
veV/ Kov-S Xekza/

C'est un SEV .

-

VcV
,
WCW sont des ser aloe

V'xW'c /xW at un ser.



-((x, . . ..d) ekd +qX+ ... -+xd =019
stun ser.

- G(x , ...,Xn)Ekd +
q x

+ .... +xd=1k]k9
n'est

pas un ser .O
-eX(feF(X,V) f(x)=Ou3cF(4,V

est um SEV.



· F(IR; IR) > get paines stunser

f :1= 12 +q(yf(x) =f(x)
- get impaires et un ser.

f: (R=(R +q Hx f(-x)=f(x)



P(x,y + .. .. +Xn) = x((vy)+ .. - + xq -G(n)

& estlinaire : ken p-quevtq 9()=Ow]





Exemples 1/=19 W
= K is,...,d

: ( , . . - .,d) - 3 Wi

ei(v) = :-ieme could dev est lineive

bene = &(xy,,Om ... X Yal,
iteme position



-> g:KRI
y,
+ +y

atliveaive

hm=502} Imp = 12



A





ii





Fames lineaives

Ex : S : (xN =

/ Yd) -- X ,+.. ..+Xd

ei : (N / Yd) X



SEY engendre par un
enceable



u



Somme de SEVs :

!

Grave : sixeX et yeY My C(XY = X +Y
- Say xeX

,yeY] < X +Y

et on verifie que X +Yc(x +y xeX
,yeY]

ser
if suffit de m Ex +y Zestun



Somme Directe

*
xnY =201

Preuve : on suppose que V=
X+Y et XnY=GOV]

satveV v = X +y yey yet



etsi v = x + y' x eX yey on rang
x=x et y=y

I

Y -y = Oy = y - x + y -y

x-xeXnY
=G0v]E

X = Y X=X et y=Y



Projections : Supposor 1/ = XDY

Endefini Ty : v -xX/)

Ty : V - yeY
&

on v = X+y est l'unique decomp
de v en un vectur de X et un vectumde

# my ity etiy sont linaires de Vers
Yety respectivement.



Families Generatrices

Families Libree

Bases



Famille generative

G



Ex : V= mefamille gen est donne
par
la base canonique
Bo =See, ...., ed]
e =(
,
0
, ...,

0), .
. .

., ep0, ...,0,1)
V=(....,Xd) V= N

,2+... - + Xg - ed

Best generatvice de 19



·
d=3 K = IRV=

13

S( ,1,0) (1,0,1) 10, 1, 113 stumefamille
generatvice de IR3

· d+3 K = Caps de Car(K)=2 (20
G = kenkamp

parexemple K= IF2= #eTh
I



S( ,1,0) , 11,0,1), 10, 1,11] n'est pas generatio
a

de K
.

(1, 1,0)+ (1,0,1)+10, 1,1) = (2
,
2
,
2)-2(1,1, 18

=Osi
K = IR Cor(k)+2

Oz si Cor(K) =2



Dimension



Thi jondamental de l'algebre lineaire

Rig : Un tel resultat et completement fan,
si K n'est

pas un corps.

Exemple : A=I les -modules sont exactem
les
ypes commutatifs et la pluporque sont

deceuxdetypefini



pas isomophes a I

·
Si Mstum

spe commutatio fini (T/
Matde type fini mas 932
M&T 1 ·



Discussion : Sort G =Se/ ---

,ed] unefamille
generatio finie d)) (a priorid),dimV/

Dive
que Gest generatice :

:Kee ... - +xa2

l'application CLg at surjective.



applicationlinaire,
(g(xy +x) =Cy(xxy++y, - - --, xq+x)

=( xy+xy).e,+ ..... + (xy+4d)- ed
= X(X,.2+..-+Yyod) + Xy+ .... +Add
= XCg(y) + (g)x)



Pour donner un isomorphisme entre
19 et V in suffet de trouver

Gelle que Chysat injective·
generatvice





Freuve : sat G generatice finie de
Cardinal d = Aim V/ toute famille de

trice /cordinal <d+ n'est jamais genera
On suppose CLg net pas injective



i) existe (up, ....,d) #10, .....,0)eKtq

Cg(y, ...,(d) = u,e, +... -
+ Up .ed =Q

quitte a permute les indice ops UpOK
Yed = - Uy-Ul ....

-Udd

UFO, done est inversible : onadivisantparty
ed = ye :+ ..... Yd- . (d+



area ye =
-U
.. Up .... Ye=- Udyut

En va my Sey, ... , E+] engendre V
Contradiction.

Sat veV v = u
,
e+.... td+++ xd .2

v = x
,
2+ ....

+ xd+2+ + kd . )yn - ( +-+yd+2+)2d+
= me,+... - + xd+2+



en posant
uj= xi + xqyi

VatCh des rectum Se, ... ed+]

52, ...edi] est generation
contradiction
I



Prenve : si dy = du =d il existe des isom

9
:V 4 : /W

-

etalous Pop : Vipkw
est un isomorphisme.



Reciproquement supposont que
g : V w onva my dy=du

Sat G=Se/ ...,Edu] une famille generati
de V de Talle du alors

a

3(g) =59k), ...., Gledur] et generative
pour W.



In effect : sat we W comme Get un
isom : V=Wetcone G+il existe ver +q w =Glu

comme Gest generative on peutective
V =x
,+ ....+&E pour

certains

u,..,dvEK
w=p(v)=G(x,e,+... - +xdv2)



= x
,g()+ ... - + xdyp(ed) =w

=> GlG) stgeneratice . on a done

dw[(9(g)) = (g) = d
Guang dw dy
. Ou montre

& enulisantWe



= dy =dw .



Families Libres



G =22....,ed3V

g : k + V

My+ ...+ded

On a trouve des conditions telles que
Chg sort injective.
Es ku((y) =2003



Exemple : sat eeV-303 alone

Sel est libre : supposons que x .e=O
si X+O restinversiblex .e =Q

= e



Exemple : la base caronique
O

V
=K
*
B =Se;, ....,e

ei =(, 0, ... 0) ..... eg(0, ....,0,1)
B'stlibre : si

eit...ey = Oya = x
,

=uz --)
=( ,+2 - -(Xd) = (0, ...,0) =0



Example :((1,2,0) ,(0, 1,1) , (1,0,133cK
- si car (1)#2 alors atte famille est
libre :

X ,D , 1 ,0) +x2(0, 1,1) +23(1, 0,1) = 10
,
0
,0

= (+z=0 u=0xy+ xz=0

= 2x+a+u=0 = 2x , =
0

2
,jet inversible = 22x,0 = 20



Si Car (1) =2

(1
,
1
,0) + (0, 1,1) + (1,0,1) =(2,2,2)

= (0, 0, 0)

la famille et liee .



Prenve : si test like : it existe

X, , ....,XeEK non-tous nuls ty
Xe ,+

.... +Xee = Oy
Supposons que Xe* OK on a

Yell = -(,2+... - + xe-e+ )



Xet0 xe stinversible ds K

xeeee= y,e,+.. -- +yes
-I

yi=
- Xi .Xe

=> enVeat(2, ....,let



Preuxe : Le vectors v
, , ... /g sout distincts

si Vi =V
, por jei

a for

"
est CL des autre Y.Vi :

On fast one recurrence and .



Si del V=
K

.e efOf on rent my
f = 1 .

Notons
que V/Or sinon V=0 sere
CL now trivial de

Oy= 1 .V+Ove+.. - +Org
de i Vi F On par tout it,.,f



Si VitO on a Vi=xit avec RifO

supposons que f>2 on aura

-

Yz= X,e = Xz . XX ,.e = Xz . 4
, .V

Y+0 = X at inversible·

Ye est CL non trivink de

Y ,Ye, ---

/Vf contradiction
Yz= XXV, +O .Vzt . - - +OVf+



sidimV=
1 (5) 1 ·

- Supposons que si
Wstur Kev de dim+

le cardinal d'un famille libre deW
atH .

- Sort I de dim >2 .

Sot G unefamille generative de V
de cardinal d



G =Se, ...,ed] .

Hi,...,f if existe (iGadq
Y = xi,,e,

+.... - +xided
Comme VyOy if existe go tq
8 ,60 +OK /quitte a renumerate

ops jo-d : xf,d +
0



etest inverschle.

= Vi-fi,/ug,d) vg i=, ...,]
On a vg = vg- (Mg,d/xg,d)Vy =Vy - vy=G
en general
Yi = xi,,e+.. --+xi,d+2+ +
(xi,a-xid/xg,d)xg,d) ed



on obtient
que pour

i= 1
, ..,f

vi est CL des rectem Seg, --

;ed-i]

vj =0
lafamille FSu, ... ,ji] V

V= Vect (Se,, . . .
.

,
ed+/

dimI'd-1



la famille. J'est libre : si pour-jick
once y+... - + Xy+ Vjy =0
un utilisant expression de vienfranction
des V; on obtient que
Xy +... . +Xy/Yf + yyVj =Of pour

un certaingek



Comme (4, ...,vg] estlbre
= x =x2= =xg =y =04
=> Ex,, ...,vj,Getlbre .

Est libre de un espace
V'de dim Xd-1

par recurrence /Fl =f+ <d. 1
=> 829 . I



Bases



Alos d = dim 1 ·

Exemple : Bi = (e, -,<K!



Prenve : sot B me famille generative
de Cardinal d = dim.

On a vu que comme
Best gene de taille

minimal alo Bet libre.

etdone Bet we base.



Reciproquement si Best une base de
d Cardinal d

CL :K = V

et dimV = dimk
"

= & /la base canonique
de Kostume base
de cardinal d ↑
I



de dimfinie.

Prenve : Sot G generative on sait que
(G) > d= dim V

G contient an moins in recue-O
Se.3 forme unefamille libreG



Sort B me famille libre contenue dans
G de Cardinal/B/ maximal parmiles
famille libre contenuesds G
(ou sait que si FcGestlbre15/4d)
ou sait que /BI <&.

Ou va my Bet generatic



B =Ge, ....,ed] d3/Xd
2 cus : d 1G) alor B=G et B generative

=> c'st une base

·
d'<C . Supposons que Briest

pas generatice :
Yect(B)=W + Vect(g)=V

done if existe eGtq eW



Hm
+ ...,deK aler

net ... tudied +e

Mq Busez est libre /ou awa unecontradiction
Bugelc et de tulle > /BI ↑

Supposons que
ext ....
+de +Ne =Q



-
si=0panamate+..-- ded =O
= X ,=...=d=0 car Batlibre,

- si Xf0,1
Yetmerschle

Impossible
e= -x/Xy+ - .. + -xd(X2q



La preuve du Thi dome :

Thm de la base incomplete : Si V de dinfini
LCV at libre et Balature base

alore il existe L'cB G'libre

To Lw farme une base de V .



Ide de la preuve: I libre Bune
-

base done JuBeture famille
generative contenant L

on va prendre la plus petite des
famlle gen de LuB contenantL
et
my
c'st une base.



Sous-Espace rectaid et

dimension



M

Prenve : Sort &CW are famille libre
on a que // Xdiml . Sat LCW
libre et de cordinal maximal (parmi
les famille libre de/

Gu montre alon
que
Let



generatice de W : sinon on prend
e-N) -Vect() et on my
& uses et libre .

-on adas dimW/Xdim/ ·

IT





EVs de dimension inflnie





Prenve : On utilise & Comme suivant equivalenta
l'axioue cu choix.




