


be Thus de Cayley-Hamilton



Ruppel : KIX] = l'anneau de polynome a
coefs daw K et si

peEnd(V) dimV=>1 on bien
McMd(K) on part evalue un

polynome P(X)-a**any ....a
en Gou en M en posent



Ple =apan, g ....9End

asIdy

P(M) =anM"+ an,M** .... -
.EdgeMa

On define 2 applications



evg
: P(y)ek[]--P(y) End()

ev : P(y)eK[]-PIM) eMalk)
In application eve et evy sout Klinaire

et des morphismes d'anneaux
lie des maphisme de K-algebres



Cad. P
,GeK[] teK

(xP+ q((q) = XP(y) +q(g)
(P .q((p) = P(g) ·q(q)=
(9 .P((q) = P(g) a Ply)

Comme K[X] et commutatifsouimage emutalifpar evgest un



paneit pour ev
Ge observe

que comme K[
*] estum

Kev de dis infini les application
evgetery he sont jamais injective
(an End (V) et Ma(K) sondedimfinie



et plus precisement : sion note

K[*]de
l'ev des polynomes de do
42d'

* d2 P(X)= ag2X + ap ,X +... .+a+a

K[*] xd2
et de dim d+1) d2 dim End/

dim Ma(k)
et



erg
: PeK[]e -Plyfend(v)

ev : PeK[
*]e -> PIMeM,N

on a pour
le Thur NI :

dim Im evg +dimbeevg)=+
dimker/evgXI



- il existe Peterleuk
Tp P(g) =O Pf0 .

-
if existe PCK[*]2-303 +q

P(M) = Oded -

Untel polynome stappele polyname annulatin
de Dou M.



Ring : Ameliore grandement to majoration,
do Pol annulateur

2 generate

Il'argument precedent est valable en
replacent End (V) et Malk/ par une
K-algebre A de dim d'CO ,



Bmg: Dan des cur particulier ou peut
guire mieux que deg = d.

Ex : p= Qu : Nest annulator de Q

p=Edy X-1 est annulation de Idu
Mais "por presqueToutMonGPa,



Prenve: Sat GEEnd (V) on reat my
Pear
,y(q) =&v

Pcar
,p(X) =det(XI-q)

=det(XIdy- M/
ou M = matz(9) B = base deV



Ou veat my:reV
Per
,g(g)(v) = Op ?

Si v=G ou a fini.
Sinon on considere la suite de

recteurs



Evepiul , get,g, .....),....
Comme Vest de dimfiniz =d il existe
un do ty be famille
Su, pu,pi), ...., pB ent live

14 <d) . Previous de le plus petit



possible : Su, G(), ... , p
&
"fr3 est litre

et Ev, 4(), ..., gotf), goofing at
fie : 1,21 ·

Sat V= Ventu, q(u), ...,patcu
dimV
-
= de



et 24(1) est CL des rectu precedents
:Comme Su, ...., p)3 est live lexiste

↑,y,...dek non tous kuls

you +(()+...)=Q
etsi X=0 alors comme Ev, ....,go"wr

est libre= Xo= -.. *d=O



↑
d+0=

&/p..
17

existebobk+be



Sant BeSu, pl), ....,Guil etlibre
ou la complete en une base deV
B= B
,
L By avec Be librede erecteurs.

Sat M = matz)pp
Pcar
,q

=Par
,
M



on regarde la decomposition as
B des rectors

gar, glaut,glazi, ... gla
plvd), ..., glub) deeded,

[u], ...3 = Be



On a que

P(y=1 . (H), g(q()= j()=1 .97
- (pypa)= bort...

+b
Eu a pas besoin des decomportion

des autres recteurs GIV-pd



*

9)-par



Par
, g(X)=Pear,M(/)= Pear,MPar

,
M

= Pear
,M(X)Par,M, (X)

Reste a calculer

Pcar
,
M
,

(4)



Par la Prop 11 .1 et en ajustant les
notations (d, bis-bil

Pcar
,
M
,
(X) =X

*
-ba,
8
....-- bo

ou a alon

Pear
,p(9)() =Par,mc(9) oPar,M91



= Pear
,Manag

Pca
,
M
,
(9)(v)= (2*

=2)bg.
=
Ov
.

Pear
,p(q) (v)= Pear,Me(9) (Oul=Oui]



Preuve : developpement de Lagrange .



&

=

Developper le long de la derniere coloure



det(F-Mp)=
+ (+bd-1)(1)*

+d+ +

1 M(d)d)
Mi+1,d) et la matrice fame a partir
de XId-Mp apres avoir oter la dieme
cofonne et la is ieme ligue



(d+) x(d+)

la matrice Mix,d) est triangulaire
superience avec : /jet di (1)'s
le long de la diagonale

det M(in
,
d) = y()d

1 - i

det(Edg-M)=
+ (bd++x)y

+
=P(X)
,



Conoffaire de CH :

faire/ : Sat K[9]cEnd (V) on
K[M]c Ma(k) es image de

K[X] por les application eve
on evry

G sont des K-algebres commitare
de dimensions [d.



Pre : GeEnd(V)
k[q] =[P(q) PeK[X]]

Sat P(X) EK[] par division endidience

P(X) = Q(X)Pcm
,p(X) + R(X)

area deg R(4) < deg Par,p() =d



an evalent on of
P(q) = q(q)Pca

,g(q) + R(q)
= R(q)

k[9] = k[9](d- avecK[x]+1 = Poly
dedod+ 1

[*]
-/

stele dim d.



et K[9detcedim X&.

It



Cor2 : sot GeEnd() onMcMa(k)
Si detGFO ou si detM +0 alose

Get M sout inversible etifexiste

as, .../ad+ Ek +q

pape
M=F+Mt.



et en particulier &"cK[9],MCK[M]
Preuve : par

CH

Pa
,plp)=Ov=&...4

eton sait a.=(1)detq
+ a.Id



Evdeta= - aq-ang2 ....- g9

Edu=
A

Getinmhhegli


