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2(l + 1) = 84 + 1 = 82

e + 1 = 4)( - 1
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41 - 1 = 40



Prologne

La Theorie des Ensembles

Angage





Paradoxe de Russell

L'ensemble de tous les ensembles
n'est pas un ensemble.

- Si c'est le cas on pourant
considerer l'ensemble des

ensemble quive se continent

pas eux-meme .a
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Axiomes de la Therrie

zF (c)



Logique des Predicats du 12Ordre

Un langage aree un alphabet et
une grammaine
-Albet : un ensemble de symbols
pour designe des variables , constantes

predicate , formules , des fonctions.



entificateslogiques
H quelque solt (pour tant)
- HoeE P(x) : pour tout xds E

la propriet P(x) est
vraie

.

- J (i) existe)
,l existe un eff

JxE P(t) : xdeE +qP(x)
est vraie



1 "tel que"
· Ex P(x) ou bien Ex IPC)

-71 il existe un unique

- egaliti:



Conrectuslogique
-X "et" T negation
& V

17

On

IS

contrapose

=> "implique"
Es "equivanta

17 17

si et seulement
si 3

Ssi



·

Reglede syntaxepor ne
a

-Systeme decua qui permetIf
it 7de passer d'un enouce corre

1

a un autre enonce"correct



Relation d'Apportenance
La categorie des ensembles c'est

une collection d'abjet "Is ensemble"
qui sont lies entre eux par des relation
a

&

apportenance : a, A ensarble
7

a apportient a A "

aE A



-relation d'inclusion
A et B des ensembles

on di qui A eft includs B
B contient A

AcB

si taut element de A est aussiun elementdeB

HaeA acB



Ou di que
A est un sous-ensaubl
deB.

une partie



Axismes de la Theorie de

Ensahles



Ensemble vide
&

# existe un ensemble qui ne contient
aucun element et qui et content
dam tous ensable

.

inclu

En l'appelle ensable vide
&. HE En OE



Axiome de 12 inclusion

Deux ensemble sont eguux ssi
ils ont

les meme elements
A
,
B Ensemble AcB
-A=B (>HaeA = acB et

#beB = beA
-m

BcA



L'ensemble des parties
A un Ensemble , il existe un ensemble
-(A) dont be elements sont bes
sons-ensables de A.

P(A) =GB/BcA]
Ex : EP(D) AcP(N)



SA + 0 P(p) =393
A =d > +(A) =393



Axiome de la Reunion

Sort E un ensemble
,
il existe

un ensembleU "la reunion de E"

dont le elements sont les elements de
taus lean-ensembles de E .

--

elements

Exo : U = ?
①



Axiome de la pair
Scient Act B de ensembles l existe

un ensemble dontls elements sont
A et B on b note GA,B3

Rmg: si A=B SA ,A3-SA] le singleton
"A

Ac\A]



+ d'autres axiomes ZF

+ Axiome du Choix C .



Reuniond'ensembles

AB des ensurable
or
construct

la paire &A,B)
on In applique l'axione de la Reunion
U = AuB = l'ensemble don'tIs

Ex ,B3 efts sont le elts de
# et les elmentsde B.



Rong : si A =B

U =
l'ensauble don't les efts sont

SA3 les efts de A
= A

.



si I est un ensemble et

Ailicy est la donne
pour chaque element

iEI d'un ensemble Hi
(Collection d'ensembles d'indices danI

indexes parI

on peut former (Ai : l'enseuble don't Inelements sonthe
LEI les elements deHipor

i variantdsI-



Intersection
- AnB=Ge)ecAn eB]
AnB cA AnBoB

- -A
,
=Ge)HieeeAiz

veI



Construction de IN



- 0 =0

- 5(6) =593=: 170

Paire-30 ,B = 50,5033= :2010
- 3=36,393 ,99,9933=50,7,23
- 4= 50, 1, 2,33, ....

- =50, 1, . . . . ., n - 1
,30,1, ...,n -z]

in,Eny3

I-50 , 1,2,3, . . . . 3 Axiome del'Infini



Soient m
,
nEM) on defini la relation

m nS mc n

01 cu $50
142 con1 =303c50,50]=2
-> T =2 ,2, 1,0, 1 ,2 1

-> Q=4 pgeT+ q+0)
-R msC .



Def : Sort neN, le successe de r

note succ(n) on n at l'entier

farme en sepetant la procedure :
si n =30, 1, ....,u] on a

n+ = S
Su,qu3350, ...,

-
,30,1-yhi]) ·



nepedu Ruisonnement por recurrence

Proposition : sortNCI un ensemble
tel
que OEs

et tel
que

new mer eN
54,5433

alos N= IN
.



Product Contesiom A
,
B du Ens

AxB =&(a,b) acAbcB]
(a , b) + Sa,b) con Sa,b) = 36,u}

alas (a ,b) + (b,a) sauf si ash.

que
(a,b) = =Ya,Sa,633 acA beB



Def : le product Cartesier de Art B
est

AxB= Sa, a,b acA
,be B

Rang si A =0 on B= ① alon
AxD = 0 = 0xB = Ax0

Si A . B AxA-:A
?



Iteration : n ensembles A
,,

.. . -

,An

A
,xAxx ... . xAn = Ai =&(a,,42.....,an)

a
,
A,, . . .,anEAn]

Products Cartesiens infinis.



On se donne une collection d'ensembles
I l'ensemble des index de lacolle(AilieI dian

pour ic
I Ai estun ensemble

On rent defin-

TAi =Glaifiet VieF die Ais
LEI



Pour procure un element de Ai
on dont pour chaque ieI
1 choisie" un die Ai.

C'est possible si I est finixione de l'unfini
si I: INC

en general cela necessite l'axions du
choix
·



Relations Binaires



Def : Soient A,B des Ens .
Une relation

entre
,
A et B est un sous ensemble

(les elts deArt
R c AxB =(a,b) neA beB3

Si (a,b)ER ou dit que a
et b sont

lies par
la relation R

- aRb
on a upb



Exemple: A-B = N =50,, . ... 3
Relation d'adve

Rc =G(m,n) m
,neNm(n]

Relation de divisibilite
R
,
=G(m,n) m,neN +gm/n]

Rappel : on difquemdivisen sick existeRe am/m
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typesde Relations :si B =A

Un relation RcAxA est :

Reflexive : si VacA aRa-

&trique : si aceA aRaaRa



Antisymetrique : Na, aA
si aRa' et a'Ra #) a=a

Transitive : Va
,
a,ac A

si aRa et ada" = aRat

Relation d'odre : une relation qui est
transitive
, reflexive etantisymetrique.

ex :
,

1 (pa < /



Relations d'equivalence ) BA)
Une relation at dequivalence si
R est reflexive

symetrique
it transitive. / ↑

Ex : Relation tre egal"-
NeN



Relation de
congruence

modulo q
9)) entier on dit que (m,n) sont

congrus modulo y ssi

q(m -n(ie.Jke- +gm-n =g()
on le note men (g) ·



#: q =
3 1

,
4
,
7 sont congrus module 3

0,3,-
2
,
5,-



Applications entre ensembles



Def : Scient X et Y des ensembles we
&

application de Xversy, f :- Y
est la donne pour chaque XEX d'un
unique element yeY qu'on appelle
image de se par l'application f etqu'on
note flys



X s'appulle l'ensemble de departdef
Y-d'arrive def
f(x) l'image de + par f

si yeY varific f(x) =y ou dif que
X et un antecedent dey par fo



Exemple : X-Y = IR
-

f(x) =x f : Edir Identit de IR

f(x)= +2 f=0 =(x +x)
f(x)= c(x) cas))



XetY sont de ensemble generaux

Application countante: Yout
Fed yet
= application constante de valum Yo



X =Y

Idy : xeX - xe/)
Identite de X

.

Applica tion de Contor

C : (m ,n)EN-(mm+n)e



Grapher : X,Y du Ens

Un graphe sture relation entre NetY

GCXXY qui a la proprietesuiv
Hxe/ l'ensemble

Gu=Sy =Y +q(x,yeGzcY
a exactement un element ·



de maniere e nivalente an demandeq
rectantdouce le sous-ensemble de G9 xet

E(X,y/EG yetz na qu'i element

A un graphe GCXxY on associe
un fonction



Ig : xeX = l'unique element yet
Telque (x,Y)EG
ie

. l'unique element de
Gr8%

Reciproquement a me application
f : + eX =f(x)ey



Reciproquement a we application
f : + eX =f(x)ey

on associe un graphe

Gf =((x,2x)) +eX]



les application entre devex ens XetY
forment an ensemble:
l'ensemble desgraphes entre NetY

= l'ensemble de sous-ensembles de 1xy
qui sout des graphe



Homen, (x,y) P(y)
9 N

Ensemble des

applications untre
F(X;Y)

Yet

Hom-homomaphisme"
Appl



Notation alternatives

Hom (X,Y) =FX,Y)
= yX

If(51,...,m), <1, ...,))) = n
M



✗ = Y = { 1, 2,3, 4}

- fi. ↑ → 3 , 2 →2, 3.→ 2,4→ t

- fi ! → 3
,
2→ 2

,

3→4
,
4→ t

- f3 : l→ 2 , 2→3, 3→4,4→ l
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