


DEFINITION 2.1. Un groupe (G, *,eq,- 1) est la donnee d'un quadruple forme de

— d’un ensemble G non-vide,
— d’une application (appelee loi de composition interne)

L.GxG = G
" (9.9") = *(9.9")=:19%¢

— d’un element e € G (appele element neutre),
— d’une application (appele inversion)

o -1

_I_G'—> G
g = g

ayant les proprietes suivantes:
— Associativite: ¥g,9',9" € G, (gxg')*xg" =g (g xg").
— Neutralite de eq: Vg€ G, gxeg =eqg*xg=g.

— Inversibilite: Vg € G, g 1 xg=g*xg ! = eq.



DEFINITION 2.2. Soit (G,*) un groupe. Deuz elements g,g" commutent si
gxg =g *g.
Un groupe G est abelien (ou commutatif) si toutes les paires d’elements de G commutent:

Vg, € G, gxg' =g *g.



DEFINITION 2.4. Soit (G, *,eq, e~ 1) un groupe. Un sous-groupe H C G est un sous-ensemble
de G tel que

(1) e € H.

(2) H est stable pour la loi de composition interne x:
Vh,h' € H, hxh' € H.
(3) H est stable par l'inversion:

Vhe H, h~' € H.



PROPOSITION 2.2 (Critere de sous-groupe). Pour montrer qu’un sous-ensemble non-vide
0#HCG

est un sous-groupe il suffit de verifier l'un ou l'autre des groupes de proprietes (1) ou (2) ci-dessous:
(1) (a) Yh,h' € H, hxh' € H,
(b) Vhe H, h! € H.
(2) Vh,h' € H, hh'~" € H.
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THEOREME 2.4. Soit G un groupe fini et H C G un sous-groupe alors l'ordre de H divise l’ordre
de G:
H| | |G,
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PROPOSITION 2.3. (Invariance par intersection) Soit G un groupe et Hy, Hy C G deux sous-
groupes alors Hy N Hy est un sous-groupe. Plus generalement soit H;,1 € I, H; € G une collection
de sous-groupes de GG indexes par I alors

mH,‘ cG
el

est un sous-groupe de G.
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DEFINITION 2.7. Un groupe G est dit
monogene si il est engendre par un seul element:

Jge@G, G={g})=4¢"

On dit que g est un generateur de G.
cyclique si il est fini et monogene.

Ac (A
Agey =Ly



THEOREME 2.4 (Caracterisation linguistique du groupe engendre par un ensemble). Soit A C G
un ensemble, si A = alors (A) = {ec}, sinon on pose

At ={g7', ge A} CG
I'tmage de A par l'inversion, alors
(A)={g1 % *gn, n=1, gg€ AUAT'}

En d’autres termes, (A) est ’ensemble des elements de G qu’on peut former en multipliant ensemble
des elements de A et de son inverse A~ de toutes les manieres possibles.
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DEFINITION 2.8. Soient (G,*) et (H,x) deuz groupes, un morphisme de groupes ¢ : G — H est
une application telle que
V9.9 € G, p(gxg') = ¢(g) * p(g").
On notera
Homeg, (G, H)
l’ensemble des morphismes de G vers H.



THEOREME 2.6 (Propriete fonctionnelle d’un morphisme). Soit ¢ : G — H un morphisme de
groupes alors

(1) plec) = en,
(2) Vg € G, o(g7") =»(9)~",
(3) Vg,9" € G, p(gxg') = ¢(g) * v(g').
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PROPOSITION 2.4. (Invariance des sous-groupes par morphismes) Soit ¢ € Home, (G, H) un
morphisme de groupes.

(1) Soit K C G un sous-groupe alors o(K) C H est un sous-groupe. En particulier l'image de

m(p) = 0(@) <, H
est un sous-groupe de H.
(2) Soit L C H un sous-groupe de H, alors la preimage cC G
(L) ={g€ G, ¢lg) € L} anih

est un sous-groupe de G. En particulier o= ({eg}) est un sous-groupe de G.
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DEFINITION 2.9. Le sous-groupe o\~ ({er}) s’appele le noyau de ¢ et est note
ker(p) = ¢ V({en}) = {g € G, ¢(9) = en}.

THEOREME 2.7 (Critere d’injectivite). Soit ¢ € Homg,.(G, H) un morphisme de groupes alors
les proprietes suivantes sont equivalentes

(1) ¢ est injectif,
(2) ker(p) = {ec}-
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THEOREME 2.8. Soit ¢ : G — H un morphisme de groupes et ker(p) C G son noyau. Alors
pour tout g € G on a l’ egalite suivante entre ensembles

qg. ker(c,o).g_1 = {g.k.g_l, k € ker(y)} = ker(yp).
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DEFINITION 2.10. Un sous-groupe K C G ayant la propriete que pour tout g € G on a

“ QG g Kg'=K

est dit normal ou distingue et on ¥ note
K «dG.
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THEOREME 2.9. Soit G un groupe, g € G un element et ¢ € N un entier naturel tel que
qZ = ker(g®).

—~ Siq =0 alors ker(g*) = {0} et g* est injectif et ainsi on a un isomorphisme de groupes

(un morphisme de groupes bijectif)
Z~¢'= <(rb>

ord(g) = |Z| =

Siq > 0, alors q est le plus petit entier strictement positif verifiant

On a alors

9! =eqg
et on a
ord(g) = |¢°| = ¢.
~ 8i G est fini on a ord(g) | |G| et g€l = eq o
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Notation/Terminologie. On notera

Homg, (G, H) 'ensemble des morphismes de groupes de G vers H,

Injq,.(G, H) 'ensemble des morphisme injectifs (qu’on appelle egalement monomorphismes
de groupes ),

Surje, (G, H) 'ensemble des morphisme surjectifs (qu’on appelle egalement epimorphismes
de groupes ), et

Isomg,- (G, H), 'ensemble des morphisme de groupes bijectifs (qu'on appelle 1galement
isomorphismes de groupes ).

Si H = GG, on ecrit notera ces ensembles

Homg,(G), Injq,.(G), Surjq,(G), Isomeg,.(G);

en particulier I’ensemble des morphismes de G sur lui-meme Homg,.(G) est aussi appelle
ensemble des endomorphismes du groupe G et est egalement note

Home,(G) = Endg,(G).
L’ensemble des endomorphismes bijectifs (isomorphismes) de G sur lui-meme est note
Aute, (G) = Isome, (G, G)

est est appele I’ensemble des automorphisque G.



PROPOSITION 2.5. (Invariance par composition et par reciproque) Soient (G,x), (H,*), (K, ®)

des groupes et
po:G— Hety:H—K

des morphismes de groupes alors la composee 1o ¢ : G — K est un morphisme de groupes.
Supposons que ¢ : G — H un morphisme de groupes bijectif alors [’application reciproque

e le H()ll@%[].(r’)

est un morphisme de groupe bijectif.
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DEFINITION 2.11. Soit (G,%) un groupe, X un ensemble et (Bij(X),0) le groupe symetrique
de X (des bijections de X sur lui-meme). Une action (a gauche) de G sur X est la donnee d’un
morphisme

¢ : G — Bij(X).

On dit alors que G agit sur X (a gauche) a travers le morphisme ¢ et on le note G ~, X.

CION
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PROPOSITION 2.6. La donnee d’une action G ~, X est equivalente a la donnee d’une application
(appellee loi de composition externe)

verifiant
(1) neutralite de l’element neutre:
Vre X, e Oz ==z,
(2) associativite: Yz € X, g,9' € G,
(gxgd)ox=906 (¢ ®x).
(3) simplification: en combinant les deux proprietes precedentes on a Vx € X, g € G,

g0 (g ler)=glo(goz) =21
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THEOREME 2.10. L’application translation a gauche

t-G > Bij(G)
g = tyigd g4

est un morphisme de groupes de (G,.) vers (Bij(G),o). Le morphisme tq definit donc une action a
gauche de G sur G qu’on appellera action par translations a gauche et qu’on notera G ~; G.
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EXERCICE 2.6. Soit G un groupe et

G —  Bij(G)
g = GG

laction par translation a gauche de G vers G.

(1) Montrer que t, est injective.



