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Thm de Lagrange

Co : Si 161st premier sue seuls sayper sout

Sej] et G etgeG- Ses]

En particu comuntatf



Gpe Engendre



Prevenue : H , H, G ssypre
de G

poor mq
H
,eHzest un sgpe if sufft de ma

Wh
,
neH,H== hxh H,+



- h
,
n'EH

,
et comme Hp atur spe

hah'"Ety
- hin' EH2 et comme H,est un sigpe
hah' He

= hah"t , He
II



: 0-gpe . AG un sensemble.

alos if existe un petit spe contenant
A : MH stun

ssype
de G content

HcG ssype A et c'est bien le+petitAcH

possible.

Rmy: l'intersection net pas su un ensemble vic&

car Gestur sigpe de G contenantA.



: Cette intersection at le

ssype engende par A .
Gulenote <A)G

Ex = A= 0 (0) =Se



Example : g*=&g neYet m sype
de G et cestle + petit ssgpe contenant

g .

gsogpe cur gig" g
m

<g) = gπ.



Exemple : T =<1) =<- 1) .
*

/g+y=9a(q)aπ3
a(q):= a+qT/

·#=Sa(y)04=q-13

#Ham= ((q)) =(a(q)
pow ang-l=pgad (a,9)



I at monogene

THqT1 est cyclique.
AcG (A)
A=3gz <393)=(9)

·



(A+q)

Preuve : por my que Eggt--n/ gieArA]
est egal a <AY is sufft de ung
- Ac[g+ --gnn) gieArA]
- Eggt--Gu/ giArA] stun spe



-
of
que

tout
spe
I contenant A

contient Egg--gn/ giArA] ·

- Ac[g+ --gnn) gieArA]
geA g=

un product d'un seuleltdeArA
Sgt --gnn) gieArA]



Eggt--Gu/ giArA] at un spe
on utilise le critere :

1

g=gigng
1
- 1

gag
= g,--nggm.
= produit de min elts de AuA



on

my
si AcHcG

↑
sagpe

alor

It > Egg+ --gu / gieArA]
Car si AcH = AcH= H
=>AucH
etHat stable por *.... If



Ex: 11 <2)-211
<37=314T

por
contre <2
,3) = Th

Plus generalement si
anb= 1 (a ,b)= T
ran) It



Morphismes de Gpes





Preve : (1) solt yeG on calcule de

deux manieres

P(gx 2) =G(g)
=g(y)Xq(es)

on a que p(g) = p(y)* G(y)
=> q(x)=2



(2)geG on colcule de 2 manieres

P(gxg) =G(e) =2
=g(y)*q(g)
= CH

= g(j) = p(y)".
1



Temples : Maphisme trivial
- Hg G(y) =et
- (6,) geG

% . (1 ,+)-(6,)
M

Patmaphism carmig



- (0
,
+6) un spe commutatif

note additive

geG
· g: - G

m -> m .g =go to
(m+n). g = m .g +, n .g.



- exp : (1,
+) -(1>,x)

X = e
*

=exp(x)
eMy-e

.
eY

- In : (1Ryo,x)-(IR,+/
In (U .x) -(n(t) + In/v)



#(p+y=Sa(y)a-+3
· (g) : (T,7)-(THq, +, )

a - a(q)=a+qπ
a +b(q) = a(q) +qb(q)

= a+b +qπ -



Non-maphisme de Ope.
(T+(,+)ot) : n - n+ 1

pas un moshis me de gpe :
O



Gestion: trouvez tous le maphisme
9 : (T,+)+(

,
+) -



Noyan-Image



CH

G

Prenve : Solt KCG un sigpe poor mg
p(k) =&q(k) kek] stun sigpe if
sufft de my h

,he p(k) "eq(k



h
,n'(h be

h * ht= g(k) *q(k)
=p(k h) eG(k)

↳ hi EK can Kent um ssgpede
6.



- 1 H un sigpe pour my

Gupta
ggegt()

G(g) ,g(g) L



et comme Lstun sigpe

G(y) *G(y)"cL
II

G(gx g)EL
= ggeq())I



Prenve : si get injectif the H

p'(54) a an plusDelt.
-Sion l'applique a h = en

/Se) a an plus Jeff



mais e
, egt(e) can

g(es) =et .

Done p(e+3) =Seg si pinged
=> Reciproquement supporous que

G'Gen3) = Geb3



Sat heH et
g,ge p
*
(543)

on reat
my g-g' or a

p(g) = p(g) =h

=> p(y) * q(g)"= en
= G(g+g)=et



=> done
g*G'"at un antecedent

deCH
et if vant eg par hypothese

(gh3)
g*ge
= g=g



(6,)



Preuxe : sirit he

kengeleageG an vent

ad P(gkgy= en ?

p(gkg)= q(y)p(k)g(g),
= G(y)x+*G(g)
= G(y)* p(y)"= en



=galenGog' c here
= g .(gl]gcgkug .g

hag gkug .g
G a my FgeG kapcgiberg.G
ou remplace gg kengglaggI



HgeG

Rmg : 6 commutatif . Tout saype est distingue
siGst commutatif
g . k .g = g .g .K =ejk=K .



mg : On a KG ssi

FgeG gKgK .

=> sela implique queg gg=K .



Rig kmp A G
.
Tout Noyan at distingue

la reciproque est vraie :
si K4G et un sigpe distingue

de G
il existe un morphisme p : G-H

to her
G =
K
.
Notion

spe quotient.
TaTh



%

=44]

O



Pree : g . (T,+)= (6 ,i)
m = gm

bes gest un sagpe de T

ke g =Smetqg
*
=eg]

= 97930



Si p=
0 brig =0.T=203

por
le critere d'injectivite 96
en particulier

⑥

bijection entredefirie
#

Im(g = g = (g)cG
G contient un sigpe

ea big avec #



(g = 0= 16) =x.

· Si 91 .

beg -[me#+qg
"
=eg]

= qπ931
la
preuvedufutquehesype

aa



it quegetle pettantina

= q = E+petentoa
g

Je dis alors que gF-Seg,g,g2,...,g9]



et
que

tousceselts Seg,g,g2,...,g91]
sont distincts => 1g# = g .
Preuve de cela : soit met
on fait la div enclidieum de un par y

m = qk +v keT0rq



mgktrag
=eg

mu
Done

g = g arec Org

g=3g0x(q-13



soient OVV
r wi

+
qg

=g = g =2

=> v' -v = qmmz0
maisOr'r[qt estcocinal= m=0 vr

= g7=3g ouq g



Supposens Get fini por Lagrange

q=(g) divise 16)
16kg .n n
161

g
= g9(g9)- es-e
I



: Sat Gun gpe , get

Alg : heGghg
- Mq Adg est un maphis me de zpes
- Ady est bijectifiet calcula

(Adg)!



Operation sur C maphisms
de Ope



S



Er

Preuve : PeHomg(6,H) NEHom(H,1)

yog : g = 4(9(9))

NopH(g(yy)=Y(q()*gy
=Y(p(y))4(q(y))



Sat GEIsom(G,H) um maphisme
bijectif

or vent my GH-G at un morphism
? Wh
,heHg(hhg(n))

pour mq ces 2elts de G sont
eganx

If suffit de my leves image par q



sont egales : ils serontls antecedented in
in elt de et comme get big its
seront =

q(q(h x hl)= h + h
G(g(n)+ g(h)) = g(g(n))*g(q(v))

=nh I



=So

Preuve: on applique le critere de ssype
geAutg(6) YeAut(6)Gr

un went mq PogeAutgu(6)
- YogeBij(6) (Bij(6) stumgpe)



- on anu que N Ends (6)=Hom6,

etque Hang6,6) et stable par o

↑pettang (6,GBig (6,6)

Autor(6)
I



Grps Isomaphes : Deux Opes sont dik
isomaphes si il existe unisomaphism
entre l denx p :GI

& morphisme de gpes.
-
It en resulte que

du point de vue

de la theredu ge Get
is



Exemple: (R,+) = (1so ,x)
exp(a)

(#
gT(

+p) = p()=(zc( +q2
=
=13

= Sexp(zik,O
k(q)= k+gπ-> exp(a)



(q(), X,1 , of exp
To(k)

o
·

· explai



O(
,
1(6) 2(6) 3(6)4(6)5(6)

o(6)+1(b) =1(6)
1(6)+ 1(6) =2(6)
2(6)+1(6) =3(6)

·
I' is



Rmq: si ke# et tel que
ki(q)=k(q)

alos exp(exik")=expi
ch(q)=k(y)k= k+q le

expik)expiz



=

explaineo



Action d'un
gpe

un un

ensemble



(5x
,
0)

GuX



Xens #0 -eBig(X)
Con fabrique une action deT1sm X
en posant

6 (TH - Big(x)
H -6-60 ...s nfris



on dit que (T, +) agit sur X
car on a associe a tout elt de T
me permutation compatible
aree l'addition de # et la composition
de bij :HneT
: x- (A-G(x)

ngois



min(x)=(j(x)
- (x) .

Action de T sur IR2 :

&= votation de centre O
et dangle



Action :n p,
-E
·



- -- p =rot dangle

Des



(q(g)(x))

simplification



"Prenve" : on defini pour GeHom16,Big()
- 0 :GxX =X

(y,x) -- ((g)(x) = g0X
le fait que Gettamg(6 ,Bij(x)
Implique (1) ,(2) ,(3)



20 : GxX -X

verifie () (2) (3)
on definit pour tout ge
une application((g) :XX

P(g)(x)= go/
on montre que P(es)-Idy (1)



que G(g) et bijective de reciproque
g(y)"= g(g") (utilise(2)

avec (2)
- p :6Bij(X,X) on a que
P(g,*92) = G(g,)o9
= Pestummaphisme

deG vers

Bij(*) If



Translation as um Spe : X=(,*)
On definit me action GG
par

"translation a gauche"
· :

GxG -6
(g ,h)goh =gh



le maphisme associe
G -> (Bij(6), of

tig-tgihgh
Pour tout g,ge G on

tgagi : h -(gag/ah= ge(gah)
=tg(tg. (u))



-

om abiem

ty*g = tgotg
-Teg : hehth

tej = Edg



- Egotg = Eg* = teg=Ed,
- Egotg = tglog-tec-Edg
Ca dit que tgesture bij de Gues 6

de reciproque (tg)"=tg



-> to : g - ty stune actionGrG

lapplication g tg
est un morphisme

mais

ten
generalTtggphis



Ce n'est un maphisme quie sige
Sigte

6 - 6

tg : n-gh
+g(es) =g .2 =g+26 .





Une autre action qui est par maphisme
est la conjugaison :
ge

Adg : Gg
HgG Adg stun morphisme bijectif

(Exo)



et l'application
Ad : -AutBij
g Adg: h-ghgt

stunmaphusmedeget definaraison




