EPFL — Printemps 2025 D. Striitt
Analyse IT - CGC SV Exercices
Série 8 10 avril 2025

Exercice 1.
Parmi les ensembles suivants dire si ils sont ouverts ? fermés 7 les deux 7 ni I'un ni ’autre ? bornés ?

(1) B={(z,y) eR? : |2 < VA—y?}
(ii) E={(z,y,2) €ER3 : 4> -1<2<0, v <0}

(ii) E = {(z,z,2) € R® 2?4+ 22 <4}
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Exercice 2.

Soit E = {(z,y,2) € R3 : 2?2 +9% <1, 2= 0}. Montrer que E n’est pas ouvert.

Exercice 3.
Soit f: R? — R définie par

f(@,y) = y|oy® — sin(y) cos(y)|
Déterminez si f est différentiable en (0,0).

Exercice 4.
Pour les fonctions f: D C R? — R différentiables (zg,10) € R? et les directions v € R? telles ques

of
|lv]] = 1 données ci-dessous, calculer %(xo, yo) en utilisant la formule du théoréeme 4.14.
(i) f:R xR} — R définie par f(z,y) = log(z> + 1), (z0.30) = (2,1), et v = (3,4).
(i) f: R? = R définie par f(z,y) = (1+2)y?, (20,50) = (0.1), v = (J5. F5)-

(#ii) f:R% — R définie par f(z,y) = e ¥, (z0,0) = (1,1), v (
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Exercice 5 (Interprétation géométrique du gradient).

Soit D C R™ un ouvert, f: D — R et € D tel que f est différentiable en Z et V f(x) # 0. Le but de
cet exercice est de montrer que V f(z) est un vecteur qui pointe dans la direction ou f croit le plus
rapidement.

(7) Soit v € R™ tel que ||v]| = 1. Montrer & l’aide de l'inégalité de Cauchy-Schwarz (Proposition 2.2
(ziit)) que

Y| <ivs@n.

(i) Soit
v= o V()
IZiEIN

Alors, v € R" et ||[v|| = 1. Montrer que

of
70 @) = V@)l

En d’autres termes, la plus grande dérivée directionnelle de f en x est celle ou le vecteur v pointe dans
la méme direction que le gradient. Couplé a U'interprétation géométrique de la dérivée directionnelle
(https://www.geogebra.org/calculator/ypbkt7uj) on a linterprétation géométrique du gradient
voulue.


https://www.geogebra.org/calculator/yp5kt7uj

Exercice 6 (Limites de fonctions dans R?).
Soit f: R3\{(0,0,0)} — R définie par

zo/x? + y?

f(xvyaz):m'

Montrer que la limite lim g , . (0,0,0) f(7, ¥, ) existe et donner sa valeur.
Marche-a-suivre :

1. Test des directions : On passe en coordonnées sphériques :
(z,y,2) = (rcosfsin p,rsinfsinp, rcos p)

our>0,6¢€l0,2n], ¢ € [0,7].

(Pour visualiser : https://www.geogebra.org/calculator/fw7umdtb vous pouvez jouer avec les
variables phi et theta pour voir les directions que ces angles représentent.)

Calculer

lim f(r cosfsin g, rsin @ sin @, r cos ).
r—0t

Si cette limite dépend de 6 ou ¢, la limite n’existe pas. Si elle ne dépend ni de 6 ni de p, essayer
d’appliquer le critére.

2. Critére :

Trouver une fonction ¥ (r) qui ne dépend ni de 0 ni de ¢ telle que

lim ¢(r)=0 et |f(rcosfsiny,rsinfsing,rcosp) — 1| < p(r).

r—0+

Exercice 7.
Pour les fonctions f: D € R? — R et les points (zg,%0) € R? donnés ci-dessous, donner 1’équation du
plan tangent au graphe de f en (zo, yo, f(z0,%0))-

(7’) f(if7y) =T —Y— z? + y37 ('TanO) = (_2’ 1)
(i0) f(a,y) =5 —a® —sin(ay), (z0,50) = (1,0).
(i) f(w,y) = tan(a® +y), (z0,50) = (357,0).

Exercice 8.
Donner le polynéme de Taylor d’ordre 2 des fonctions ci-dessous autour de (xg, yo).

(1) f(z,y) =sin(3+ 3y + 2y +y?), (v0,50) = (1, 1)

(i) f(x,y) = 240, (@, ) = (=1, -2).

(i) f(2.9) = =g

(z0,90) = (2,0).

(i’U) f(l“,y) = log(‘T + ny)’ (330,3/0) = (170)'


https://www.geogebra.org/calculator/fw7um4tb

Solution des exercices calculatoires

Exercice 1 (i) Fermé, borné
(71) Ni Ouvert, ni fermé, non-borné
(ii7) Fermé, borné.

Exercice 3 f est différentiable.

Exercice 4 (i) 32

(i) %
(4ii) —Z

Exercice 6 0

Exercice 7 (i) z—5bx —2y—2=0
(i) 2+2x+y—6=0
(i7) z —2y/mx —2y+m—1=0

(i) 1+ (y+2) + (z+1)2+ L(y +2)°

j (x—2)+ 4y + (x —2)2 +9(z — 2)y + 16y>

)
)
)
Exercice 8 (i) —(z —1)+2(y+ 1)+ (z — D)(y+ 1)+ (y +1)2
) 1+
(i) 1+
() (x—1)+y—g(z =1+ (z -1y - 3¢



