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Exercice 1.
Parmi les ensembles suivants, déterminez s’ils sont ouverts ? fermés ? ni I'un ni 'autre ? Bornés ?

(1)) E={(z,y) eR® : 2+ (y—1)* =1}
(i) E={(z,y) €R? : 1<a2®+y% <4}
(iii) E = {(v,y,2) €ER® : y=—2, 2?2 +y? <1}

Exercice 2.
Soit E = {(z,y) € R? : y > z}. Montrer que E n’est pas ouvert.

Exercice 3.
Calculer la longueur des courbes suivantes :

(i) ~: [-1,1] — R? définie par v(¢) = (t3 — 3t, 3t?).
(i) ~v: [0,4m] — R? définie par (t) = (el cos(t), e’ sin(t)).
(iii) ~y: [1,2] — R3 définie par y(t) = (3t — 1, =2t + 5, 3t> + 5)

Exercice 4.

Déterminez, parmi les fonctions f: R?\{(0,0)} ci-dessous si la limite ( %in}o 0 f(z,y) existe et le cas
x?y % b

échéant, la calculer.

Si la limite existe on vérifiera les hypotheése d’un critere du cours, et si la limite n’existe pas, on
exhibera une ou plusieurs facon(s) de s’approcher (sous forme de courbe ou de suite) qui montrent
que la limite n’existe pas.
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Exercice 5.
Trouver la valeur de o € R pour que la fonction f: R? — R définie par

1 —cos (\/x2 + y2)
fy) = 2+

a si (z,y) = (0,0).

st (z,y) # (0,0)

soit continue.



Exercice 6.
Pour les fonctions f: R?\{(0,0)} — R ci-dessous, vérifier que f passe le test des directions en
(0,0), i.e. lim,_ o+ f(rcosf,rsinf) existe et est indépendante de 6, puis déterminer si la limite

lim, ) (0,0) f (7, y) existe.
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Suggestion : Si vous décidez de montrer que la limite n’existe pas, choisissez une courbe 7: [0,1] — R?
de la forme ~(t) = (¢, t8 ) de telle sorte qu’apres avoir composé avec f, toutes les puissances de ¢ au
dénominateur sont les mémes.

Exercice 7.
Vrai ou Faux ?

Q1: Soit f: R*\{(0,0)} une fonction telle que la limite lim, )00y f(2,y) existe. Alors,

lim z,y) = 0.
(x,y)—>(070)f( v)

Q2: Soit f: R*\{(0,0)} une fonction telle que la limite lim, )0y f(2,y) = I existe. Alors, il existe
une fonction 9 (r) indépendante de 6 telle que lim, 5+ ¥(r) = 0 et pour tout r > 0 et 6 € R,

|f(rcosf,rsinf) — 1| < p(r).

Q3: Soit f: R*\{(0,0)} une fonction telle que la limite lim, )00y f(2,y) = I existe. Alors, il existe
une fonction ¢(z) indépendante de y telle que lim,_,q ¢(z) = ©(0) = 0 et pour tout (z,y) € R?,

[f (@, y) =] < p(x).



Solution des exercices calculatoires

Exercice 1 (i) Fermé, borné.
(7) Ni fermé, ni ouvert, borné.

(#ii) Fermé borné.
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Exercice 6 (¢) diverge
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