
- 81 -Chapitre 3 .

Fondion réelhs de plus. -ears variables rédhs :
limites et continue ité

.

§3.1
. Défnihons et examples .

Déf. Soit ECIR
"

sons- ensemble non- ride
, ns.t.Unefonc/ionf:c-- → IR

est une application qui envoie chaquepointI-- Cx, .
. . ✗a) c-E dans IR

.

E est le domaine de definition de f, et f-(E) CIR est l'ensemble image .

Ext f- Kip = FÉyi
.

E = { (x
, y) Cpi : ✗

'
+Yet}

disque de rayon 1 et centre 10,01 .

z = ¥+4T

I
{ 2-

"
= 1-1×4 F)

⇐ , { ✗2++2+2-2=1
ff""¥,I+yy-

it 70 2-70

⇒ l
'

hemisphere de
rayon

1-

et de centre 1010,0) c- IR ?



Ex 2
. f- (x,y)= 2×+1

Z 2=2×+1

2=2×+1 f
2- = 2×+1

✗

Size = 0=>2×+1--0
⇒ ✗ = - I %

✗ = -I,Z=O→ →
✗

JZ=0
Ex 3

. flxip-ax-by-ciqb.ce.IR ,

-5=1122

Comment visualise cette function ?
Soit c- 0

. Considéronslegraphique def: F- {lxx.z-lc.IR?ax+by--z3---flx,y.z)E1R3-.ax+by-z--O3---/lx.y.2-)ElR3
: ( (Xyz) , 6,6, -D) =O}=le plan orthogonal

E-✗-3×+1

a' ñ=(a,b
,

- 1) et ontenant 190,0) . c.
soitcc-IRarbitra.ie ⇒ Il faut monkrle plan
par c. unite's le long deluxe 2- pour

obtenir

tinlegraphique de fait -_ axtbytc : qy
le plan orthogonal a

'

ñ=(a. b. - 1)
2×-3×+1
5=11 , -3 , -1)

2=0
Si z=0⇒y=§×+§

→
×

qui content 10,0. c) .



Déf. Soit f : E- > IR etc c-HE). Alais Nflc ) -- { EEE :fc⇒=c}cE -83 -

est appelé l
'ensemble denireau def pour ce IR

4
. f-IX. y)=sm(x4y) ; E- =/R

' E-- {-34%3}

f-(E) =L-1,1 ]

91Ng /1) = {HIDER? sink-41--1 } =

= { lay)EÑ : x4y=Iz+2kñ , KEZ} =

=/ a ,y) c- R2 : y=
-X' + ¥+24T

,
KEZ}

flay)=kh(x4y)

.¥

,

"
¥:*,F-A)

.

¥2

•

-¥



§3.2
.

Limits et contnuité
.

-84-

Déf Une function défnie au voisinage de Fo (maispas nécessairement en E.)
[For > 0 : BE.de EVIE }] admit pour limit le nombre reél l

lorsgue I tend vers E si pour tout e
> 0 on peut tourer or> 0

tel
que pour

tout EEE et 041*-511<-8
,

on a /fail - else .

Notation : limflx) =L .

E-> Io

Déf: Soit I. c- E un point interim de E
.

Alas f. E-→ Rest continue
en I -- I < lim fix )= f-(E) .

E-> to

Ext
. fix, y) = ✗ + y .

Soit (xoxo) ER ? Alers limlxty) = Xotyo
LX,y)→(Xoxo)
[ inégalilé triangular

Dém : Soit E > 0
. If A.y) - f- Howl =/1×+41 -1×0+1/011<-1x-X.lt/y-ydaEFx-xoT-iH-yoT+Fx-x--y-yoT--2Fx-x-ly-yoTc-28=2 . { =

- E
.

→

↳¥ rÉ on choisit a- E

Alers la function f-ix. yl -- ✗+ y est continue sur Pi Y☒
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Ex2

. flx,y)=Xy Soit (xoxo ) -412 ? Alers

limx.y-xo.y.fi/R2-s1RHit> Kayo)

Dém : Si ✗0=0 ⇒ exercise
. Supposonsquex. -1-0 .

Soit E > 0

i-xoy-x.tl/flx,y)-fCx,yo)I--lxy-XoYol--Ilx-Xo)y+XolY-yo)lF-1x-Xol1yl+1y-yoIlx.l
ly-y.tl/olEFx-xY-ly-yoY--lXoltE-z ⇒ 8<-121×51 (xoxo ) .

we →

convent

lx-x.tl/lsRx-xT-ly-yoT.lYls8llyo1+8)sSAydtl)EE-z--s8ezE..y
new e e

← 1%1+5 onchoisit 8<1 convent

⇒ sio-m.nl#T,2&Tyd+iT
,
1) ⇒lflx.H-flxo.pl/EE-z+E-z--E.pourtoutCx.y)ElR?lllxiy)-CxoiHllEc.Xot-0

.

⇒ parla definition de la limit
, limx.y-xo.y.fi/1-iCXoi/o)

☒h
Conclusion

: Les function fix,y)=✗+yetfHy1=x -ysontconhnuessur /R ?



Caractérisaton de la hmik a

'

partir des suites convergent . -86-

Fhm
.

Une function f. E-- IR défnie au voisinage de Eadmetyour limit le IR

lorsgue I→ to ⇐ > pour
toute suite déléments {at } de {EEE :#E. 3

,

qui converge vers I
,

la suite {flail } converge vers l.

( him f-1*1--1)←→(¥%f(aI)=l pour toute suite hat}c EYE } : lima. --E)E-soo

**

p Q
-AI :

: ÷
.
.

.÷÷÷÷÷÷:Dém:(⇒) P ⇒ Q '

are

¥:* fix)=e ⇒
HE >0 75>0 : 0415%-11<-8--41-1×-1 -else .

le meine
.

Si on a {ai } :limaI=ñ ⇒pour 3-ko.tk#--Ta--x-i---s1fca-r.)-else
k-> a

⇒ limfla-r.tl .

1-→ a

⇐) par oontraposée :-P⇒ - Q .

Supposons que him f-1×-1=1 l ⇒ FE > 0 : for>0 3- Is : 11×7×511<-8 etlfcxo) - et > E.
Into

On peut choisirc-kt.ve/N+--7Fx-kEE:HxI-xolk-Eet1flxI)-l1
> E

⇒ on obfient la suite {Xiu? : him I. =XI
,
mais lfcxr.tl/sE-Vkc-1N+

K-soo

⇒ limflxr.tt l
k -> so Y☒



Operations algebrigues sur les limits .

-87-

Soient fig deux functions : Epi → R tells que k¥z
.

f-1×7=1, et limgcxt =L. .

☒→E

Alors :

(1) him Httpg) 1×-1--24 -1pA V-a.pe R
Esto } par la carolina ton(2) him ( f-g) (E) = lila
☒-ix. a' parlor dis suites .

(3) Si Cito .

alors lim # 1×-1 -- ¥
,F->I.

Conclusion : Tous les polyniomes en plus ienrs variables
et touts les fonchons

rationally sont continues sur leur domains de definition .

Remarque .

La caractérisahon de la knife a'parts des suits convergent
est pratique pour moniker quinine foncton niadmet pas
de limit en I. c- IR

"

: il soffit de trover 2 suites {at } et { lore }

d.éléments de E
, convergences vers I. c-R

"

,

et filles que
lim flail t.li#af-(E)K→ 00
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Ex

. f. 1122--112 flay) = { ¥¥ silky) # 10,01
limfcx,y)= ?

O si IX.y) =/0,0) Hit> 1401

Consider.ms a-
v.
= (E. E) → 10,0) ⇒ fimgflai)=lim¥_ = 'zk→• visa ④42

E- 1¥01 -40,01 ⇒ limflbit-limtg.io?-j---*of-→ 00 K - >to K -> 00

⇒ Par la caractérisahon '

a parlor des suits
, limflxy) n'exile pas .

Hits/0,01

flap -_

{¥¥ lay) -1-10,01
0 Hill =/0,0)

-
pas
delimit

torque (4×1-40,0)


