
Chapitre 2 . Espace 112 ?

$2.1
.

IR
"

est un espace
vector;D normé

.

' °"

Déf pi est un ensemble de tous les n- tuples ordonne's de nombresreéls .
I = IX.

.

. .

✗n ) = (¥µ) ; I c- 112
"

un point lélémenf)
,

5=14 .
. .
✗al

.IÑ est muni des 2 opérafions
(c) + : I = (X, .

.
. . Xn )

,
I = (Yi . -

Yu ) ⇒ I+1T¥IX. + y,
,

.

. . Xntyn )
14 multiplication par un nombre réel de R
I = (X, .

.
.
. ✗

n
) ⇒ d. Iiit (Xx

, ,
Xx
, .

.

dxn )
.

les operations sahsfont les proprieties : 1123(Ada ) I = X
, 64×7 =D, IX. E) HI,y- c- R

"

1 I = I
I
"

HE,y- c- IR
"

kith I = HI +KI T Ity
A. da EIR{

ilxey ) = XI + ily

i n

Une base :{ e- 10,0. .

. 1. 0,0 . ) }i=
,

⇒ e-
i
c- IR

"
t

I
Hi =L

.
. . n



- 62 -Alers I = É,×iei=(×, .
.
. . ✗ n ) .

On inbodnit leproduit scolaire dans R
"

:

Déf ( I. I > MY Éxiyi =x.y.tk/zt...xnyn.etlanormeeudidieane:i--
I

Déf 11×-11 ((I. ☒HE = (Éxi)±⇒ Priest un espace vectorielnormé .

Proprieties de la normeeudidienne :

(1) 11×-1120 et 11×-11--0=>5--10,0, . . 01

(2) I c- R ! KEIR ⇒ HATH = IN -11×-11

(3) Cauchy - Schwartz : KXTI> 1<-11×11-11×11
Dém : 0 ⇐ É(xiX+yi5 =(Éx:).tt?.&xiyi).d-(Ey:)zOpourtou1Soifd-c1Ri"

"
AER

Ñx? +2dxiyi-y.ita- f-
⇒ ad

>

+ bite 20 the R

⇒ le discriminant de cette '

equation quadrahque end est ⇐ 0
.

⇒ bi - Yao £0 ⇒ 4 /Éxiy:)
'
- 4iÉ×i)(Éy:) £0 .

FÉ¥¥
⇒ 11×-1141*2 KI.it

"""
'
""""

11×-11.tl/illzKx-,y-Y-VxTy-c-R
"

1¥,
⇒



(4) Inégalilé triangulate :fIiTeRh=> 11×-4-11<-11×-11+11×-11 .
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(3) ⇒ (4) 115+7112=4×-1×-3+215,7> + G-it> 247×-3<-211×-1111711
a →

( 11×-11+111115=1×-9×-1 -1211×-1111×-11 + it> Cauchy- Schwartz

(5) Une autre inegalilétriangidaire : 11×-711>-111×11-11-1111 ( (4)⇒ (5) Exercise;
FDZ )§ 11.1.3 ) .

Déf. L'expression HE -Ill - dlxiylestappelée la distance enheñetydans
R !

Alors : G) dlx-iy-t-dly.nl
(2) dl 1=0 ⇐sI=I (propriélé G) delanorme)

(3) dlxTIK-dlx-iEI-dcz-i-DV-x.y.EE/R
"

115-71141×-511+112=-711 L'inégalilé triangulate .



§ 2.2 . Topdogie dans IR
"

. n > 1
-64-

Blas)
Déf. Pour tout I c- Piet tout nombre réel 5>0

,

soit

B (I. 8) = { I c- IR
"

: 11×-711<5 }. Alas 131×-5) CR
"

est

:÷:appelé la boule converter de centre I et ray on
8

.

I

Déf. ECIR
"

est convert¥> HE = 0
,

soit

(2) E-1-0 et pour tout I c- Eil existed>0 telque BAT,ok E

Dét
.

Soit E C pi non- ride
.

Alers * c- E est un point cnlériear de E
s
'il exist 5>0 Tel

que
BCI

, 8) CE .

L'ensemble des points in térieurs
est appelé l'in leisure de E

.

Notation : É
.

Clairmont
,

É CE

Soit ECIR
"

non ride
.

Alors EAR
"

est revert <⇒ É = E.



Ext
.

La boule ouverk BCI
,
8) = {I c- IR

"

: 11×-711<5} estrin sous - ensemble oÉÉI.

Soit I c- 131×-15) ⇒ BH.EE-fgi-y-ID-BH.EE)cBHD
Bled

⇒ But ,8)clÑ est un sous-ensemble overt de IR
"

*r*ÉV-x-c.IR
"

,
for > 0

.

I

BCI.EE/Ex2.E=fx-c-Rh:xisO-Vi=i...a}
est un sous - ensemble convert de IR

"

soit jet ⇒ Bff, minty:)) CE
• F E

R2

Ex 3
.

et IR
"

CR
"

sont des sous- ensembles ouverts
4

ourertpardéf
↳
x-c.IR

"

⇒ BCI
,
8) CIR

"

for> 0
.



Ex 4
. Soit n > 2 E = {I c- IÑ :X, -_ 0

,

✗i >0
,

i --2
. . . n } CIR

" ✗3

÷µ
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n
' est pas

overt! .

I = 10, ii. y? . .
. ) e- E Alers

pour
tout or> 0

BIT , 8) 7 (§
,
Ya ,Ya . .in) ¢ E. ✗i ✗

2

TO

Propriélés (1) Toute réunion E-Ei des sous - ensembles averts est un sous-ensemble

overt . I c- U Ei ⇒ I c- Ej ponnunihdicej , Ej. est convert⇒For> 0 : BCI, 8)cEji C-I
⇒ BE

,
5) c ¥±Ei=E .

(2) Toute intersection fine Ei des sous -ensembles owerts est un sous-ensemble
convert : I c- Ñ Ei ⇒ Hj I c- Ej convert ⇒ 3-Jj > 0 : BHF;) CEJi =L

⇒ BCI
, mjiinc;) c Ej V-j ⇒ CÑE; = E.

i =L

Remarque . Intersection infnie des sous - ensembles averts de R "

n'est pas néassairement avert: ÑBCÉ E) = {5} a Pi
1<=1

n'estpas
convert

.

?⃝



Déf . Soit ECIR
"

un sous-ensemble
.

Alors E-est fermi dans IR
"

si son complimentaire CE -4 {FER
"

:I¢E} = RTE est overt
.

Ext
. CBCI.ci/--Ec1Rnestferme:E--/y-c-pi:Hx--y-yzo}

lisuisque BCE, 8) estourerte) .
-5×2

. -5=4×-3412
"

estfermé .

CE

""

CE = {FER
"
: HI- Ill>0} est avert , CE

piV7 ECE
,

la boule BIT
,
Elli- ill) CCE .

Ex3
. E- = { IER

"

: 4=0 } est frmé .

"

CE= {I c- IR
"

: y, -1-0} est convert: FEE CE⇒z , -1-0
×
'

⇒ BCE
, £12,1) CCE

E×4
. E- = {☒c.IR?x.--0.xis0.i--2---n3.h=2

ce

"

yEE = { IEIR
"

:X
,-1-030 {IER" :xi⇐ of

⇒ I = (0,0, y, > 0 .
. .yn >0) ECE.

Pour 5>0
.
BCI, 8) content g¥•②¥

To

P=(O.E.is
.

. .yn, ) c- BE, 8) et p c- E-⇒ PIECE to> 0
so so so

⇒ CE n'est pas
convert ⇒ Ernest

pas fermi . ×
,

¥



Ex5. ① et R
" sont ferme

'

: CO = R
"

on rent; CIR
"
= 0 ourerf

.
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Les seeds sous-ensembles de R
"

frmés et reverts ai la fois sont ① et pi
(voir DZ)

.

Propriété des sons - ensembles fermés .

in n Ei Toute intersection des sous - ensembles fermés est un sous -ensemble
fermé .

ICE = UCEi est overt)
.

i c-I

(2) Ei Toute réunion finie dis sous- ensembles ferme's est un sous - ensemble

fernie .

(CE = ÑCE
i est convert)

.

i =L



- 69 -Methods de demonstration
.

Méthode 6
.

Demonstration por
le principe des trroirs .

Principe des tiroirs.si (h -11) objets sont place's dans n heroins ,
alors an mins un tiroir content 2 objets on plus .

¥¥É¥☐r-s-II.rs#PlusginiralementiSinofjetssont place's dans k tiroirs
,

odors

an moins run tiroir content /¥7 hitmen {me IN: mz ¥ } objets
,

on plus .

friction plafond
Ext

.

Soient a
, .az ,

as
, ay des hombres en tiers

.

Actors il exist

2 d.entre eux fels que
leur difference est divisiblepar 3 .

Dém : Soient r
, ,
ra
,
Ts
,
Ry les rester de division de a. azas.ae, par 3 .

Alers ri
,
ri
,
ra
,
ra
,
c- { 0

, 1,2 } .

Parle
principe

des tiroirs.ie exist
2 rules

qui
sont les mimes ⇒ ri -- rj ⇒ Akers la difference ai -aj

est divisible
par

3
. ☒



Ex 2
.

Dans un groupe de n
personnel (

n > 2) il exile an moms
-70 -

2personnel avec
le meine nombre de connaissances dans le

groupe .

Démonstrahon
par

la disjunction des Cas et la méthode des tiroirs
.
.

. . .

.
. .

.

a' suivre
.


