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§ 1.4
. Equations differentidles linéaires du second ordre (EDL2).

Déf Soit I un intervale overt. On appelle équahon differentiate linear
du seconde ordre une équahon de la forme :

Y'
'

1×1 +pcxlytxl.iq 1×1ycxl = fix ) EDLZ
Ori

pig.-1: I → R sont des fonchons continues
.

Def. Une equation de la forme
y
"

1×1 +paly
'

1×1+91×1 ylx) = O
est dit EDLZ homogine .

On churches une solution de cette équahm de classe 0
.

Ext
.

y
"
= 0 EDLZ homogine

⇒ y
'

( x) = Cn
,

GEIR ⇒

y1×1--4×+4 ,

C
.
.GE/RV-xc-lR



EDL 2 homeogine a' coefficients constants .
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y
"

1×1 + py
'
G) + qylxl = 0 pig c- IR

(*) y
"

1×1 - (at b)y
'
G) + abycx)=0 ailc- ①

oui a et lo sont les ravines de l'equation quadrahque Hpd +9=0
G-a)(d-b) =D '-6+8)d+ab

Pour résoudre 1*1 on fait le changement de variable: I 9-
(y 'm - aylx))

'

- b(y4×) - ay/✗D= 0 ⇐> 1*1

WE ¥
⇒ 2-4×1 -82-1×1=0 ⇒ EDTS (EDL 1 homo'm
⇒ 2- 4) = C, et la solution générale ,

Garbitraire
,

✗ c- IR

2- A) = y
'

1×1 -aylx) ⇒ on obh.eu/-l'eiyuabonpourylx) :

y
'

1×1 - aylx ) = Get EDLI
Fan ¥



Y'1×1 - aylx) = Get✗ ; pcx)= - a , fix)=C, eb?
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⇒ Plx) = f- adx = - ax ⇒ yhomlx) = Cze
"

- solution générak de
liéguahonhomogéneassociée .

ccx) = JC , ebx.li
"

d×=C
, Jello

-a)✗

d×=µaGe
"""

si b +a

¥ Ipa C , x si b=a

ypart 1×1 = CHIEN
"
=

µ, eH⇒×ea× = C. ebx
,

si Gta

C. ✗ ea×
,

si lo = a

✗ A) =

µea×
+ C

,

×

,

si a -1-8 C
,
.cz deux constants
arbitraires

,

Cal
"

+ C. ✗ lax
,

si a=b a. brains de

- - e'equation caractéristigue
Thom Ypart Ñ+pk+q=O

V-✗ c- IR



Si a -1-6 sont des racine complexes, a. 6 ¢-112 ⇒ a = f- -34-

⇒
y (
x) = Cea

✗

+ C- et ✗ pour avoir une solution réelle .

a-- ✗+

ip.d.pe/Rs+-OSoitc--tz(Cz-iCy)--sE--tz(Cs+iCy).Cz.CyC-Rylx)--Cea'
+ E e
"

= ECG - ice, )e✗×éM+E(↳ + icy)é×éip× =

= Get ÉSé☒ + cyeieir-z.im I- i -- ÷]

¥ Tsx
Lein = cospxtismjsxe-im-cosgx-ismpx-cosgx-e-M.s.mg#eiMy-ipx&i-z-i
> = Csl

"

coysx
+ (get

✗

smjsx
ori Cz

,
Cy ER

,
✗ c- IR

arbitrariness

C'est la solution ginérak de léquatnn dans le casb-ia-c.IR
.
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Résumé : EDLZ homogine a' coefficients constants

.

y
"

1×1 + pyYH-iqylxl-OSoienta.be/Cbsracines
de l'equation

H-ipd-g-O.p.ge/R.Alorslasoluhongeiieraleestiylx)--(C.eax+Czebxsia -1-6
,
a.be/R

C. l
"
+ C. ✗ l
"

si a=b

C
,

✗

agpx-icaltxsihgxsia-a-ig.be/RV-xc-lREx2y11+2y1+y--0
.

⇒ L'equation carackiish-gued2-2d-it-OK.tl/2=O--sa--b= -1
⇒ ycx)= C. e-

✗

+ C , ✗ e-
✗

V-xc.IR
,
V-G.GE/Restla solution

générale .

Exercise :

-

Verification . y'1×1 = - C. e-
✗
+Get - Czxé

"

;

Y'
'

1×1=4 e-
✗

-2cal
"
+ Czxe

"
⇒ dans léquahon ⇒

y
"1×1+2ykxl-iycxt-C.ee?-2EE+Cz-xe-'-ZEeI-IEE-2-xe-

✗

+

+ fee? = 0 Trai
.



Considerons l'equation y "G) +plxly 'Cx) +91×1/4×1=0
,
p , q :
I→ IR
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continues
'Théoréme Une EDLZ homogine admet une scale solution ycxl :I → 112

de Classe C2 tell
que ycxo)=t et y

'

1%1--5 pour unxo EI

et les hombres arbitraires s
,
t c- IR

( sans demonstration )
.

Remarque ID Si y.CH et yaw sont 2 solutions de EDLZ

homogenealorsylxt-AY.CH+ Byzcx) est aussi une solution ,
on

' A
,
B c-

lR://ty.CH+ Byzlxl)
"

+plH(Ay.int/3yzlxlY+qlH(Aydxi-iByzlx1)---
Al + BliIEÉE±D=0
puisquey.CH et yaw

sont des solutions
.

(2) Si y 1×7
= Ay. a) + Byzlx) ⇒ y(✗D= Ay, (xo) + Byzcxo)=t

2 équafomlinéaeres
☒ → Y'(a) = Ayicx.lt/3yicxy=s } Pour 2 variables (A.B)solutions

1- unique
solution <⇒ (y,aol.y.tl#--kIyzCxo1.y!lxoD(yzlxo),yilXoD--k(yiCxd.yicxoD



Déf
.

Deux solutions y.cn et yslx ) : I→ IR sont linéairemenf independants
-37 -

s
- il n'exisk

pas
de constante c c- IR tell que

421×1 = Cy, (X) on y, (x) = Cyzlx) the I

(Cela implique, en particulier . que y, cxietyzlx) ne sontpas tririalkmont -0sur I)
.

Fhm ⇒ l'équahon y "(xltplxlylcxltqcxsycx1=0 posséde exactement
2 solutions linéairement independents .

Comment résoudre y
"

1×1 +pony
'

1×1 +91×14×1=0 . ?

Supposons que v, th est une solution
de cette equation , tellque

Vi (x) -1-0 sur I.

On suit trover une autre solution
,
linéairement in defendant .

Ansatz : Vix ) = CHINCH tell
que

can ± constante
.

Alors : Vin = Cityrail + ccxtrilx)

vial -- c "HMM + + UHHH ⇒ dans léquahon



04×541×1+2damn + CAN
,

"

cxi-plxdxlv.at#Vxf-ocxKC-xx--O-38--
→←

clxlfoicx) + pcxlvicx) +91×141×11--0
puisque V. (x ) est une solution .

⇒ c
"
(X ) VIX ) -124×10,4×1 +pcx) dam a) = 0 .

On suppose que NH) -1-0 sur I et ICH -1-0 sur I tune condition deplus)
( he sianhule pas en aucan point de lintervalle) .

Alors É¥g= - pas - 2%1%4, ⇒ EDTS pour e'a)

⇒ log / dull = - PW - 2 log trial + logc ,

ce IR +
"¥÷Éeg¥× .

⇒ C'a) = ± C e-
PCH

⇒
= C. %¥¥

,
c. c- R*

,
c. =±c

⇒ can = fc , é¥ dx + Cz
,

Cz c- IR
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⇒ v2 G) = CHIN,
(x) est une solution

Si on prend 4=1 ,
CEO ⇒ on obtient une solution vzcxj

tell
que

vzlxlet v. a) sont linéairement independents .

vzlxt-clxwcxl-V.CHJ%¥ dx

Ex ?
y
"
+2 y

'

+ y
= 0 EDLZ homogine

v. A) = e-
✗

,
✗ c- IR (facile a' voir) , V. 1×1+-0 sur R

On cherche nine solution lineaerement independiente :

pcx )=2 ⇒ PCH = 2x (sans constante)

⇒ man -

- cannas -

- v. a) fé¥,d×=é×f¥¥d×=é×f1d×=
= e-

×
. ✗ ⇒ 0,1×1 -- ✗ e-

✗
- une solution lin . independent .

D.aprésle 'Thm⇒y(x)= C. e-
✗

+ Czxl
" est la solution générak

G. GEIR
.

theR .



Ñalx> = e-
✗ t.ee?;-p-dx--e-xf1dx-- e-

✗(✗ + A)
.

⇒ un autre couple
dis solutions linéairement indefendants : N.CH --e-

✗

et Tra ) = ✗ e-
✗

+ A e-
×

.

⇒ yay = ↳ e- ✗ + Cy (✗ e-
✗

+ A e-
×) = C

,
e-✗+ Czxé? V-✗ c- IR

.

oui Cincy
,
G.G sont des constants réelles arbitraires .

⇒ On obtient toujours la meine solution générale .

Main tenant : Supposons quion a v. (* = ✗ e-
✗
comme la premiere solution ,

et essay ons
de trover valid linéairement independiente .

So it v. (✗f-✗ e-
×

.

sur ]- o
,
o [ et IO, al

Alers v. an -- caiman = xé×)E¥dx=xé dx =

= ✗ e-
✗ ft ) = - e-

✗

sur to,
01 et 30,01

.

Puisque - e-✗ est declasse C
'

sur IR
,
on obtient man = - e-

× HEIR

⇒ V
, Ix ) = ✗ e-

✗

,
Vix ) = - e-

✗ sont des solutions lineament independents .

et v A) = C, ✗ e-
✗
+ Cz e-

✗ est la solution générak sur IR,
toujours la meine

.


