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Rappel:
'Théoréme de Fubini sur un paréfrmé .

Soit f : P'
"I

> IR une fonchon continue ; A- [a. G) ✗ lark ]× . . .

✗ tank ]
✗
, Xz Xn

pavétfrmé
Alers f est integrable sur Pet ma :bn bn

- i
b

,

ffhildx =) / f. .
. f) fix . . _ xD dx

,
. . .

d din

p anan-#
pour tout Choix

dordred.in/ejrahmCasn--2.Soitf:P=la.b)xlc,d] → R continue
.

Alers fffixipdxdy = xipdx)dy=§(✗iHdd× .

p
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. Calculate volume du sous - ensemble de 1123k£ .

par
{Ay.AE/R3 : 0≤ ✗ ≤ 4. 0≤Y≤ 3. 0≤ 2- ≤ 4+3×+1/1 .ua/yD} continue

1-1×13+1

.tn/xyDs0P--10,41×10,3]
≥o ≥}

y

F- f) 11+3×-1 xsinlxyl )dxdy= dxdy +
p ¥ y

linear#

(4-0)-(3-0)=12
3 ffxdxdytffxsinlxyldxdy 4 31

" 4 yd

z§( dx-s.fm/dx=3f3xdx-- 3×21=72
try 3

° ° °
3kt 3kt*

×ʳmmt. [ 3×dx)dy=f(3-2×4 )dy=f24dy --24+1--72
0 %× 0 0

1 4 34 4 KY 4

> ?⃝ ( [xsinlxyldy)dx=!( fgsinlxyldlxyfdx-f-coslxylfdx-f.fm 'l3×)+1)dx=↑
0 0 paraniehre O O O
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= ✗ - tgsm(3x) [ = 4- tzsih (12) .

⇒ Le volume est T = 12+72+4 -131in (1-2)=88 - § sin (1-2) .

3 4

Considerons { ( fxs.nu/Ydx)dy04EX 4A 4 4A

fxsinlxydx =
- f- fgudkoslD =

- F- costly) /
◦

+ tfcoslxydx = - F- cosby) /
◦

+

"

◦ pthramitre 0 0

+ f- M|¥= - f- costly/ + ¥ sin /4y)
y3

;%smMH¥•k=%É¥¥±H%k = lim
-"¥;?ÑE . .

:O
.

y-70

DL pour an /Hetcosltlauhowdet ⇒ s.nl/t-t-E+...;cost=1-Et2+ . .
.

→ il faut calender ?⃝ f- F- cos /4yi-y-zsinl4.gl/dy=4-b-s.nl12)parFhmdeFubini
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¥ costly ) + ¥ sin (4+1) dy
Les integrates f- F-Cosby) dy et 5¥ 1h14-Ady ne skxpnment pas entering

detonations élémenfares !
Conclusion : Le choix prudent de l'ordre d. integration est important .

3

§smHH-¥hᵈ dy = f(4y costly ) - sin /4×1) d (F) =

° a- I

= - smY¥ + 4 costly)[ - §4#t6Y;h4Y-4•É_ dy ± _ 1h41 +4cg 112) +
3 0

+y - 4 + §6sinl4y)dy =
- ˢH¥ + 4m42 ) -4cal4×11! =

= - tgs.in/l2)+4cos(12)-4cosll2)+4=4-tgsin(12) comme

avant !
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§5.2

. Integrates sur un domaine borne'
.

Déf Soit E CP CIR
"

; f: E-→ IR fonctmbornéesur E.
paréfrmé

↓ DEfrontiere
Posons § (E) =

{ fail ,
I c- E

=reulieie0
,
I c- PIE

La fonchm f est integrable sur E si Fest ↑
☐⇒

p

integrable sur P.
OE c¥±qi , qi pure'sHome

'

Dans ce car on pose : f. f- (E)di Éf faitdi tels que [ lqil
< E

IEI

E p

Remarque . 4) La definition ne dependpas du choix deparéfrmé anbar de E.
(2) Condition suffisankdiintégrabililé : Si f : E-→ IR
est bornée sur E , continue sur É et la frontiere DE porexample leourbe

d.Osgoodest asset reguliire (de mesure milk) .
⇒ Alers fastest integrable sure ⁿ;;sgaa.@

OE n'est pas reguliére p[Voir IDZ
,
§ 14.2 ])
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Fhm de Fubini pour

les domains a' frontiere regaliére .

ya
(1) Soit [a. b) CIR interval , a < b

4,4 :[a. b) → IR factors continues , tells que "
4,1×1<4,1×1 V- ✗ E)a. lol

.

Soit D= { ix.HEIR ? acxab.Y.cxkyie.us}

"

"
I!9Pe1I

domain a' frontiere reguliérede type 1 .

Alorspourtoulefonchm continue f. D- → Rona Ib tht)
\

'

:f) fix.Hd×dy=f( Jfk,Hdy)d× e
'

×

D a ya,
i

a

Y A
(2) Soit 6. d) CIR intervale

,

cod

4,14 :( c. d) → IR fonclions continues Telles que
l

4,41<1441 Ky E) c. dl

Soit D= { any> ER ? ay - d. 44km441}

'

ypez
domaine '

a frontiere regnliére de type 2
Actors pour toute foncton continue f. D-→ IR on a c- -

d 4h14)

5) fixiyldxdy = f( fflxiildx)dy 7
D c 441
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Ex 1

. fail = Ry .
D= {CHER ' :O <✗ < 1,04<1 -×} ✗ ×

1

f) fix.Hd×dy=§( * dy)dx=Jk×Ytx5dx= [
'1--1

- ×

D
,

O
°

◦

i.

/ / / 1111,4*1= E) ( x2 -2×3-1×4)d× = f- ✗3- ✗ 4+1-0×5 /
"

g- f-
- 4- +f- =

o
I I

= 1%5+1=6-0
D= { lxidc.IR?Ocyal,02xcl-y3type2 .

"

I

f) fix.Hdxdy=§(ydx)dy=tyPydy =

type 2☐
.

◦
o o

×

= § fly - 3y2+3y3- y "/ dy = f- y ' - §y3+&y "- ¥-15 /
"

=

o o

= 1%-0+15-1=6-0 .
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si le domaine Driest pas de type 1- on 2 ?

D , ;
Ds

3

HÑ¥¥; t-eta.tdirisereeam.in
D= UD , eh rénnion des domains

:
detype 1- on 2

domains detypetoid
'

y 1
,

91×1 !
,

"

i. etutiiserladdihiité
✗
i

✗2 ×
}

¥4 delihtegrale
✗2 41×1

Xzgg
Xy KH)

f) tHHd×dy=f( ffcx.my/dx+f
"""

flxipdydx-fffflxid.de/)dx
D ✗ I 4364 ✗2 4,41 ×, 441×1

pour une foxton continue f.D- → IR .
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.
L' aire du domaine entre y=✗2 et y

-

- ✗+2
,

- 1- ≤ ✗ ≤ 2.
, !- .
-

.
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!

D= { 6,4412? - l≤ ✗ ≤ 2. x2≤y≤ ✗+2}
2×+2 2

a ;,µµHH¥¥f)1d×dy=f( fdy)=f( ✗+2 -F) dx --1×42×-5×3 / = I

D -1 ×
' '

- I - I
- I 0

"

2

= 2+4-8-3 - { +2-1-3=8-3 -1-2=22 .

D= { lx.yk.IR? 0≤y≤ 1
,

-☒≤ ✗ ≤ Ty}U{Cxiyk.IR?k-ye4,y-2≤✗ ≤ Fi}
, !_ .
-

D
,

Dz
F 4

!
i

Hd×dy=$id×dy+§1d×dy=§(gd×)dy+f( Side )dy= ¥¥÷
,

D
,

D
,

,
Da ◦ try it-2

,

!
= f2FIdy-iflry-y-bdy-2.2-zy3-I.tk/3-2-'-zy2+2y /

"
= -1 ◦ 2

0
1

'

type 2
= 43-+136--8+8 -2-3+12-2=22 . y=✗2⇒✗=±F

y=✗t2 ⇒ ✗ =y-2


